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(метод Лапласа, метод перевала, теория вычетов), применяемых, в теории целых 
функций. Методы иллюстрируются в основном на материале этой теории. 
Основные факты из теории целых функций не предполагаются известными 
читателю — их изложение органически входит в структуру книги. В 3-е издание 


добавлена глава об асимптотике конформных отображений. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ 


Со времени выхода в свет второго издания этой книги 
прошло уже более 15 лет. За это время появилось нема- 
ло значительных работ по теории целых функций, и лю- 
бую монографию по теории целых функций пришлось бы 
существенно дополнить новыми результатами. Однако 
эта книга — не монография по теории целых функций. 
В ней не было изложения современного состояния тео- 
рии 15 лет назад, нет его и сейчас. Цель книги — рас- 
сказ о «техническом вооружении» математика, работаю- 
щего в теории целых функций (да и во многих других 
разделах математики). Эта «техника» медленно устаре- 
вает и еще медленнее обогащается. Основной прогресс 
сводится здесь, главным образом, к отысканию лучших 
способов изложения. В это издание книги добавлена гла- 
ва о методах оценок гармонической меры и асимптотике 
конформвых отображений. Эта глава добавлена именно 
потому, что я нашел лучший способ изложить результа- 
ты. За счет добавления новой главы удалось улучшить 
и изложение П]-ей (ранее второй} главы. Материал nep- 
вой и четвертой главы почти не изменен *). 

Как и прежде, книга рассчитана на довольно квали- 
фицированного читателя — студентов старших курсов, 
аспирантов, научных работников (математиков и при- 
кладников). От читателя предполагается знание ТФКП 
в объеме университетского курса. Специальных знаний 
из теории целых функций не требуется. : 


М. Евграфов 


*) Примечание при корректуре. По техническим соображени- 
ям пришлось выбросить заключительный пример $ 4 гл. IV, 


Глава 1 


МЕТОДЫ ПОЛУЧЕНИЯ 
АСИМПТОТИЧЕСКИХ ОЦЕНОК 


$ 1.1. Асимптотическая формула и ряд 


В этом параграфе мы договоримся о некоторых поня- 
тиях, которыми будем часто оперировать в дальнейшем. 
Однако прежде чем переходить к формулам и к строгим 
определениям, скажем несколько слов о роли асимитоти- 
ческих оценок в математике. 

Допустим, что мы изучаем величину f(z), которую 
можем вычислить при любом значении переменной x, но 
чем ближе х к некоторому предельному значению, ска- 
жем к нулю, тем сложнее вычисление нашей f(x). В этом 
случае нам очень важно знать асимитотическую формулу 
для f(x) при x0, т. е. такую величину / (2), которая 
просто вычисляется при всех х и отличается от f(z) тем 
меньше, чем ближе х к нулю. 

Рассмотрим простейший пример. Представим `себя в 
роли старинного вычислителя, не имеющего таблиц лога- 
рифмов, желающего составить таблицу значений показа- 
тельной фупкций 10*, Для целых значений x эта функция 
вычисляется просто, а для дробных х вычисление функ- 
ции становится тем сложнее, чем больше знаменатель 
дроби. Поэтому асимптотические формулы, получающие- 
ся из ряда Тейлора 


x 4 10 , (ln 10)? 
10 =4 4 1! 4 2! +..., 


имеют для нас неоценимое значение. 
Именно потребность в такого рода формулах привела 
к созданию дифференциального и интегрального исчис- 
левия. Широкое применение асимитотических формул 
` привело к бурному развитию математического анализа 
после Ньютона. Недаром математический анализ долгое 
время носил название исчисления бесконечно малых, 
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Почти все методы асимитотических оценок, которые 
мы будем излагать в этой главе, были созданы более 
100 лет назад. - 

Перейдем к определению понятий, которыми будем 
часто пользоваться на протяжении всей книги. 

Пусть мы имеем. множество 5 изменения перемен- 
ной x и функцию f(x), которая определена на этом мно- 
жестве, п пусть точка а является предельной точкой мно- 
жества 5. Формулы : ` 


1 (а) =0(@ (a), ом, ев, 
1 (2) ~ $ (<), xa, xES, 
7 (7) =0(Ф (x)), хеЗ, 
i(2) =O(@(e)), tea 
означает соответствеппо: 
a — 0, x, »E8, 
J (x) | 
ea - Bea: 
| es <e8, 
т <M < о, Iz—al<p, хе5. 
Например: 
1 
ех =0 (1} &->0, х>0, 
sint~ x, ь ы x0, 
sing =0 (1), г 0<x<00, 
cos z = O (2), | ~ ==>, 
4§—e*=O(2), Re =>0, 


ши! и шп, nw, n=l, 2, 3, ons 
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В случае, когда это не может вызвать недоразумений, 
указание на множество 5, а иногда и на точку а мы бу- 
дем опускать. у 

Все формулы указанного выше вида называются 
асимптотическими формулами или асимптотическими 
оценками (последнее выражение будет чаще всего отно- 
ситься к формулам со или О в правой части). 

Асимптотическим рядом ‘назовем совокупность беско- 
нечного числа аслмптотических формул, из которых каж- 
дая следующая уточняет все предыдущие. Более точно: 

Пусть мы имеем последовательность функций 4„(2),. 
n=0, 1, 2,..., обладающих свойствами 

Чиа ® _ 


4) >20 xes; lim = 
In (4) 2 ха, хе In (*) 


Мы будем говорить, что функция f(z), определенная на S, 
Es а 
. кл & ы 
имеет асимптотический ряд > Qnty (2), и запйсывать 


n=0 
это формулой 


. f(r) = x Anbn (2); - ea, хе8, 
п 
если 
— и (x) . 
1. lim [a @] =¢, 0<e<co, 
xa, xeS In () 
п: в 
2. f (2) — Magy (2) =0 (а, (@)), ea, каз: 


во 


Из определения видно, что для асимптотического ряда 
вопрос о его сходимости не играет никакой роли, асмысл 
понятия асимптотического ряда в том, что разность меж- 
ду / (<) и частной суммой ряда мала по сравнению с наи- 
меньшим членом этой частной суммы. Ясно также, что 
разложение функции в сходящийся ряд не обязано давать 
нам асимптотический. ряд для этой функции. 

Тем не менее простейшие примеры асимитотических 
рядов дают нам сходящиеся степенные ряды. Например, 
из формул 

< a” ; < 2” 
et = a a in(t-+2) = ря (==, <: 


n=0 n=1 
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следует 
Cc oO 
a™ ‘ai n 
aa (Е 2) = De (— 10", woe, 


n= 


Вообще надо отметить, что наиболее распространен- 
ными асимптотическими рядами являются ряды по сте- 
пеням некоторой функции p(x), т.е. р»(2) == [р(2)]" 
(не обязательно сходящиеся). 

Приведем несколько свойств асимптотических рядов. 

Теорема 1.1.1. Любая функция f(t) может иметь 
не более одного асимптотического ряда (с одними ите- 
ми же 5, аи ц.(=)). 

Доказательство. Из существования двух асими- 
тотических разложений для одной и той же функции сле- 
довало бы существование разложения 


oo 
Ox У an, (2), xa, xES, 
pa) 


где не все а, нули. Пусть a, — первый отличный от нуля 
коэффициент. Из определения аснмитотического ряда 
имеем 

0 = anbn (x) о (In (z)), Xa, KES, 


т. е. и, (2) =0(g.(x)). Это противоречит свойству 1 функ- 
ций и„(1). Полученное противоречие доказывает теорему. 

Напротив, две различные функции вполне могут иметь 
один и тот же асимптотический ряд, например: 


0=0.1--0.5--0.2-..., x40, х>0 
и ont 
е ^=0.1 -- 0-х -- 0-x?+..., х-*0, х>0, 
1 я 
так как с при г—0, 2>0, стремится к нулю быстрее 


любой степени х. 1 
Пад асимитотическими рядами возможны различные 
действия. Правда, в общем случае лишь сложение не ме- 
няет их вида. Однако для стененных асимптотических 
рядов имеют место и более содержательные теоремы. 
Теорема 1.1.2. Если 


f(z) Daa, g(z)~ УВ, #0, 0. 
n=? n=0 С 
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то 
F(a) + в (о) = Bena, 1 (в) в (а) = У нат, 20, о, 


где 


п 


Ch =A, tba, а, = У а рь. 


k=0 


оо 
? .) 

Теорема 1.1.3. Если h(z) = > a,2" — аналитическая 
n—0 


функция, регулярная в окрестпости точки z= 0, и 


co 
1(2) = У а, x00, x>0, 
n=l 


TO 


Af (x > Ca, x0, х>0, 


п= 


где коэффициенты с, получаются формальной nodera- 
co 


новкой ряда x 6,2" в pad для h(z) и приведением чле- 
n= 


нов с одинаковыми степенями х. 

Доказательство. Ограничимся доказательством 
только последнего утверждения, как самого сложного. 
Возьмем а N>O0 и напишем 


N-1 
1 (2) = 2 ba" + О (хм), № (2) = У а, +0 (29). 
n=1 


neh 


Очевидно, имеем 
N—1 N-t n N—1 
h (f(x) = p> ay (734.2) + О (2%) —` У, сиг" + O(a"). 


Ясно; что с» не зависят от N и что они получаются имен- 
но указанным в теореме способом. Теорема доказана, 
Стоит сказать несколько слов о том, как мы будем 
отмечать равномерность оценок по параметрам, хотя воз- 
можность этого неявно предусмотрена уже в наших оп- 
ределениях. 
Если функция f(x, y) определена при хе 5, у= 5. и 


{(z, у) = 0, Koay, ЕВ: 
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равномерно по у, уз, то мы можем написать - 


f(z, у) =0(1), xa, ХЕЗ,, VES: 


Однако мы можем считать переменной пару (х, у}, MHO- 
жеством 5 — прямое произведение множеств 5; и So, 
а точкой а — произведение а, на 52. Тогда то же утверж- 
дение занишется в виде 


(x, у) =0(1), (x, va, (x, YES. 


Чтобы подчеркнуть равномерность acHMUTOTHYeCKOH onen- 
ки, мы чаще будем пользоваться первым обозначением. 
Приведем теорему об интегрируемости и дифференци- 
руемости асимптотических рядов, использующую поня- 
тие равномерности оценки. 
Теорема 1.1.4. Если 


со 


Ге y) mB ay (Y) Hn (2), #0 BES. уче, 


TO 
с. 


Site, y) dy = Dy fa, (у) dy+[in (2), ха, хез. 


[7 1=0 с, 
Если же f(x, у) дифференцируема и 
ле, = 3 by Фи, (sy «оо, 28, ии, 
= 
то by, (у) = an (у). 


Доказательство. Из равенства 
м 


1 (т, у) = Хм @) + 0 (Gn (2), = ев, ичучь 


очевидно, имеем 


с: № с 2 
J а, 9) dy = Х | ay) у-в, @) + ок (2), =, ев, 


`и первое утверждение теоремы доказано. 
Для ‘доказательства второго утверждения нужно при- 
менить первое утверждение и теорему 1.1.1. 


$ 1.1. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА И РЯД и 


ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К $ 1.1 
1°. Пусть фувкция f(x) ne при 5 2ав 


10=У aT 2 &- + ®. 
: fool 
Показать, что 
со 
ie ._У%\ Чт oe 
оао Уи aah 


n=() 


2. Пусть при любом re 5 функция f(z, 2) регулярив по 2 
в области О. Показать, что если 
f(z, =) = o(1), х-а, хеб, ЕЕ 
для любого замкнутого множества Ё с: D; то и | 
F, (x, 2) =0(1), wa, xeS,7EF 
для любого замкнутого множества Ё < 1), 


3°. Показать, что если ции 1(=) регулярна в бесконечном 
секторе |2| >A, largz| < 6 


2) = 2, 2-х, jargzl<a, 
n=0 * 
то 
со 
го=-У a 2-ю. [ая < 0 —т 
n 


при любом п > 0. 2 
¥ л 
4°. Пусть функция F(z) рогулярна в полосе |121 <-> а чис- 


ла А» удовлетворяют условиям 0 < Ay < к An +, По-. 
казать, что если 


со 
—Аи2 . 
Е (2) = У сие п,  Rez++o, аа < 0 
n=0 


то 
оо cae 
F()w— Sede ™, вез, Мат < 
n=0 
л 
при любом ¢ <>. 


5°. Пусть функция f(x) регулярна в точке x == о. Показать, 
что существует, не более двух решений уравнения y’(x) + y?(z) = 


` 
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= /(2), для которых имеет место асимптотическое разложение 
вида 


co 
yz) x Ус", к—+ =. 
n=0 
6°. Пусть функция p(z) регулярна в некоторой области D, а 
функция ш(2, ^) удовлетворяет уравнению №, — А?р (2) w = 0. Пред- 


положив, что для функции In w имеет место асимптотическое раз- 
ложение вида 


oo - 
Inw(z, x Se, М", Lomo, 


n=0 


показать, что коэффициенты с, (2) этого разложения удовлетворя- 
ют соотношениям 
k 


og (2) = р (2), са Хе) = % >, 


$ 1.2. Метод Лапласа 


.‚ Весьма важным общим методом получения асимптоти- 
ческих формул является метод Лапласа. Этот мегод был 
найден Лапласом в его изысканиях по теории вероятно- 
стей, связанных с законом больших чисел. 

Метод Лапласа применяется для получевия асимпто- 
тических формул для функций, представленных интегра- 
лами вида 

b(t) 
{ Ре, az, 


a(t) 


где функция F(x, t), грубо говоря, сохраняет знак на от- 
резке интегрирования и имеет на этом отрезке макси- 
MYM, выделяющийся тем резче, чем больше значение па- 
раметра #. Cam Лаплас применял этот метод в основном 
к интегралам вида 


& 
fe@l@ras, 


где f(z) >0, а п — большое целое число. 
Метод Лапласа особенно интересен тем, что он входит 
в качестве существенной составной части в метод пере- 
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вала, предложенный Риманом. Применение метода Лап- 
ласа является в методе перевала как бы завершающим 
моментом. 

Сущность метода Лапласа состоит в том, что весь ин- 
теграл заменяется асимптотически некоторой величиной, 
зависящей лишь от локального поведения подинтеграль- 
ной функции в точке максимума (т. е. выражающейся 
через значения подинтегральной функции и ее производ- 
ных в точке максимума). Эту величину мы будем назы- 
вать вкладом точки максимума в интеграл. (Точное оп- 
ределение этого понятия дадим несколько позже.) 

Применение метода Лапласа распадается обычно на 
две части: одна — найти вклад точки максимума, дру- 
гая — показать, что весь интеграл асимптотически равен 
вкладу точки максимума. | 

Возможности метода очень многообразны и не могут 
быть исчерпаны небольшим количеством четких теорем. 
Мы попытаемся дать представление об основных идеях 
метода и попутно докажем несколько результатов для 
наиболее употребительных случаев. 

Теорема 1.2.1. Пусть 

а 
F(t) == { ф (2) e~*"da, а>0, 
0 


где p(x) — аналитическая функция, регулярная в точках 
отрезка 0х <a, а в окрестности точки x = 0 npedcra- 


вимая рядом p(x) = 2" (% + ах -...), «> —1. Тогда 
° (at | 
Ро, tte (4) 


n=1 - 


Доказательство. Подинтегральная функция яв- 
ляется произведением функции e-*', имеющей максимум 
при z= 0, выделяющийся тем резче, чем больше 1, на 
мало меняющуюся функцию p(x). Если мы хотим найти 
вклад в интеграл точки х=0, то мы должны исследовать 
этот интеграл по отрезку (0, =), где =>>0 сколь угодно 
мало, так как вклад зависит лишь от локальных свойств 
g(x) при х = 0. Мы можем взять e >> 0 настолько ма- 


лым, чтобы ряд 
ь p(x) =" (do+ayx+...) 
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сходился при |x| < 2. Тогда, очевидно, 
Q(x) — 2% (ay рат - ... аи") = (ана), Ix] <e, 


и 
Е р . 
| © (a) etd — Sa, { ot esidx =O \ gttntie—xigy), 
a kao 0 9 
Но 
= et 
| вечера == (at 5 utthe-udy = 
: “ I k 
— Vet k+4) cei 
| eh oe Oe), 


и носкольку О (е-"') =о(Г”) при любых фиксированных 
=> 0 и п, то мы можем написать 


t+ ®. 


: és 
| (чары MT a+kh+ Yao 
0 


kal 


Если считать вкладом точки 5 = 0 в первоначальный ин- 
теграл интеграл по сколь угодно малому интервалу (0,2), 
то мы получили для вклада точки х == 0 асимптотическив 
ряд. 

Но 


а 
} Ф< (те “Ч = O(e =), i++ =, 
г 
Таким образом, интеграл по всему отрезку (0, a) отлича- 
ется от вклада точки 1 == 0 на величину О (е-*"), которая 
при #-> -Н со меньше, чем любой член асимптотического 
ряда для вклада. Тем самым теорема доказана. 
Часто удобнее писать для вклада точки х==0 в ин- 
теграл не весь асимптотический ряд (1), а более простую 
асимитотическую формулу, даваемую его первым членом; 


F(t)~wal (а + tte, tte. (2) 


Столь же просто доказывается и следующий резуль- 
тат. 
Теорема 1.2.2. Пусть 


а 


Fi)= Joweed, aa 
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‚где ф(х) — аналитическая функция, регулярная в точках 
отрезка (—а, а). Тогда ‘ 


1 
РОУ", ae @ 


wp nla" 


Доказательство. Проводя те же рассуждения, 
что и при доказательстве предыдущей теоремы, замеча- 
ем, что 


8 
{ phtle—'dr — 0 


es 


и 


| pret 4х = Pa r(k += ne + O(e~et) = 
—8 


a . 
= 2— a ON *r(4 )+ou he et), 


Это приводит Hac K формуле 
5: 


со 1 
Е me 99 (0) (2) PMT 
sh Q(2)e-dz = Va >» ФЕТ ase + 


для вклада точки х==0. To, что весь интеграл равен вкла- 
ду точки 2 = 0, доказывается совершенно так же. 


Если заменить асимптотический ряд для вклада его 
первым членом, то мы получим асимитотическую формулу 


ко-ФФУу*, ны 


Замечание. Нетрудно заметить, что формулы (1) — 
(4) остаются в силе и при #- со в комплексной плоско- 


сти, если | агё { |< 5 — п, 1 > 0. Действительно, оценки 
oo 
| ahe—*ldz == О (те-ч) = 0 (t-”) 
8 


. остаются справедливыми и при t->0o,largi|<>—n, 
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с заменой t на Ret > |t|sinyn, а этого достаточно для 
доказательств. 


Перейдем теперь к несколько более общему случаю. 
Рассмотрим интеграл вида 
b 


| ф (x) eda, 45) 


a 


где a, b, p(z) и h(x) не зависят от 2. В этом случае, как 
и в случаях, рассмотренных выше, вкладом точки макси- 
мума естественно называть интеграл по сколь угодно ма- 
лой окрестности точки максимума. 

Для интегралов вида (5) обычно очень легко `доказы- 
вается, что асимптотическое поведение всего интеграла’ 
определяется суммой вкладов точек максимума с наиболь- 
шими значениями функции #(1). Это очевидно, напри- 
мер, если интервал (а, 6) конечен, а ф(5) и h(x) — ана- 
литические функции, регулярные при а <<. 


Теорема 1.2.3. Пусть $(х) и h(x) — аналитиче- 
ские функции на отрезке (а, 5), х==с — точка максиму- 
ма h(x), Если с совпадает с одним из концов и h’(c) ==0, 
то для вклада Т.(Т) точки х==с в интеграл (5) имеет 
место асимптотический ряд 


в 
rla 
Vi (= ето `У, sari tre, авики, (6) 
п=:0 


где коэффициенты a, определяются из разложения 


Ф(е-+ (и) $ (и) = Хаим, 


n=0 


функция p(u) определена уравнением h(c+(u))= 

(с) —и, $(0) =0. 

оказательство. Поскольку h(x) — аналитиче- 
ская функция, регулярпая в точке 1 = с, и h’(c) 0, то 
по теореме о неявной функции существует единственное 
решение уравнения #(с--ф(и)) =й(с)—и, удовлетворя- 
ющее условию (0) =0, и это решение — аналитическая 
функция, регулярная в некоторой окрестности точки и== 
=0. Взяв e>0 настолько малым, чтобы значения 


а 
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h(x) —h(c) при |z—c| < © находились в этой окрестно- 
сти регулярности ф(и), мы рассмотрим интеграл по той 
части нашего отрезка интегрирования, которая лежит на 
интервале (а, b). Для определенности положим с==а, 
№’ (с) <0. Тогда, сделав замену h(x) =й (с) —и, получим 
a=c-+p(u), аз (и) аа, 

e+e =, 
| po etrrdr = et | (c+ (и) $ (ме-маи 

| 


ec 
п, применив теорему 1.2.1, придем к равенству (6). 
Если мы ограничимся лишь первым членом асимито- 


-тического ряда, то, предиоложив, что ф(с} 520, получим 
для вклада точки д == с более простую асимптотическую 
формулу: 

@ (6) ete) 


Ve) arg tem largti<$—n. (7) 


Теорема 1.2.4. Пусть p(x) и h(x) — аналитические 
функции на-отрезке (a,b), а х= с — точка максимума 
функции h(x), Если а << В и №" (с) #0, то для вкла- 
да V.(t) точки х = с в интеграл (5) имеет место асимп- 
тотический ряд 


~ Une ee Be 

V(t) =e ete) ye > a Я ra tro, вики -т, (8) 

где коэффициенты а» ня из разложения 
e+ ow) ¥ Ww) = Sau, 


а функция ф(и) определена уравнением 
A(ctip(u))=h(c)—u?, %(0) =0, $'’(0) >0 
Доказательство. Так как функция 
hy (=) = И (©) — № (2) = 
eae У-Р9ача, (&—о+...) 


2м. д. Earpagos 
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регулярна в точке д =сий! (с) 520, ro по теореме о не- 
явных функциях уравнение для (uw). имеет единствен- 
ное решение (так Kak {’(0) >>0, то знак корня опреде- 
ден) и (и) регулярна в окрестности точки и==0. Взяв 
достаточно малую окрестность точки х==е и сделав заме- 
ну h(x) =h(c) — и?, получим < = p(u), dx = $’ (и) аи, 

«8 8 
емо (раз = 0m | em (о + (w)) W (w) di 


c—8 SB} 


Применив к последнему снтегралу теорему 1.2.2, придем 
к формуле (8). 

Ограничившись первым членом асимптотического ря- 
да (8) и предположив, что ф(с) 40, мы получим более 
простую асимптотическую формулу для вклада точ- 
ки t= Cc 


оо титр 0-1, © 


где 
1— оо, largi{< 5—1. 


Условие аналитичности функций p(x) и h(x) далеко 
не обязательно даже для справедливости формул (6) и 
(8). Вполне `достаточно, если для этих функций имеют 
место асимптотические степенные разложения, аналогич- 
ные сходящимся степенным рядам, существование кото- 
рых предполагалось в теореме 1.2.4. 

Применение метода Лапласа заметно усложняется, 
когда подынтегральная функция зависит от параметра ¢ 
иным образом. Обычно рекомендуется сделать подходя- 
щую замену переменной интегрирования и, если нужно, 
ввести новый параметр. Однако можно доказать некото- 
рые результаты и для интегралов более или менее обще- 
го вида. Прежде чем формулировать результат, мы долж- 
ны определить понятие вклада точки 2==с (1). в интеграл 

КО) 
: | le, them Paz. (10) 


an) 
Onperimsancta случаем, когда x == c(t) — простая точка 
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максимума функции h(x, ¢), лежащая внутри отрезка 
(a(t), 6(¢)). В этом случае величина hy (с (0), 1) отлична 
от нуля. Величину 

t 


Pe (L) == hte (и * 
>. 
мы будем называть радиусом влияния точки максимума 
д = c(t). До сих пор мы определяли вклад точки максн- 
мума как интеграл, пределы которого зависели от неко- 
торого произвольного положительного параметра г. Те- 
перь мы будем считать вклад интегралом, пределы кото- 
рого зависят от некоторой произвольной функции (2), 
удовлетворяющей условиям 


T(t) > +00, 1(t)<to(t) 1. 
Формула для вклада имеет вид | 


ооо 


Ve= | (идея. 
C(t) Hot tttt) 


В определении вклада имеется одно новое обстоятельст- 
во, связанное с функцией to(t) (входящей в условия на 
функцию t(t)). Дело в том, что приведенное выше опре- 
деление вклада корректно лишь тогда, когда асимптоти- 
ческая формула для вклада не зависит от выбора функ- 
ции t(t). Выбрать такую функцию то ({), чтобы определе- 
ние вклада было корректно, не всегда возможно. Если 
это невозможно, то метод Лапласа неприменим. В рас- 
смотренном выше случае можно взять To(t) = eVt, а ра- 
диус влияния Tam равен a/Yt. 

Мы приведем сейчас условия, при выполнении кото- 
рых формула для вклада точки максимума корректно 
определена, и получим в этих условиях асимитотическую 
формулу для вклада. 

Теорема 1.2.5. Пусть выполнены условия: 

1) При любом A >> 0 и при t > to(A) отрезок 


1,(9) = {2:0 (0) — Ap,(t) <2 < c(t) + Ар. (1) } 
лежит внутри отрезка (a(t), b{t)). 
os . 
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2) При любом А>0 имеют место соотношения 


Г (x, t) 
И ’ pane Sheree topo, rely (2) 
@ (c(t), t) hy, (с (0), 1) 
Тогда вклад точки максимума x==c(t) в интеграл (10) 
корректно определен и при 1— + для него справедли- 
ва асимптотическая формула 


7 д MCD) 1 Se oe oe 
Ve (Фе, ео и meon (0 


Доказательство. Для сокращения записи обо- 
значим 


ТА( =1, (elt), t)=@*(t), A(e(t), t) = h*(t). 


Из условий 1) п 2) видно, что cymecrByer функция 
to(t) > +00, для которой при #— < и хе [чдь имеют 
место соотношения 
| it Зи" 
Ten = (а (0,540), EO 1, pF) Ae, 0-1. 
Поэтому при 1—0 и Ely, где O<t(t)< (Ct), 
имеем 


(2, t) ее = 
= 9" (1) + o(t)Lexp{h* (t) + (@ — e()*9=" ()(z + о 


Отсюда нетрудно вывести, что 
(ре = 
, Е ВО 
G(x, t) ebndr ~ pr (erm [ее du. 
Ix(t) 2) Pelt) 


Если выполнено условие t(t) -> oo, то справедлива асимп- 
тотическая формула _ 


(ре) 
ехр [= $ wpe? (0) ди — Vou 
с 


и мы приходим к утверждению теоремы, ибо po () = 
= — hx (с (9), 1. 


= 1(L)Pe(t) 
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Несколько сложнее доказывать, что весь-интеграл pa- 
вен вкладу точки максимума. Теоретически вполне мож- 
но представить себе случай, когда с увеличением # чис- 
ло локальных максимумов растет, а значения функции h 
в них различаются все меньше и меньше (или еще ка- 
кую-либо трудность такого рода). В этом отношении 
‘очень часто бывает полезна следующая теорема. 

Теорема 1.2.6. Пусть h(x)— положительная дваж- 
ды непрерывно дифференцируемая функция, удовлетво- 
ряющая условиям: 


1) wth" (2) > 4-00, x>+ +0; № (vt) > + ©, х-+5; 


2) при любом A>0 7 


ty 
h" (u) ~ h" (2), хо, JU a} <A [h” (x)) 


Тогда функция h(x, t) = xt — h(x) имеет при доста- 
точно больших t единственный максимум х = c(t) и ин- 
теграл 


| ед == F (2) 


а 


асимптотически равен вкладу этой точки максимума. 
Доказательство. Согласно условию 1) функция 
h’(x) возрастает при достаточно больших x. Поэтому при 
достаточно больших # уравнение t = h’(x), получающее- 
ся при отыскании максимума функции h(2, t), имеет 
единственное решение, которое мы будем обозначатьс({). 
Имеем ре (1) = [#” (с(1))]-*; и из условий 1) и2) следу- 
ет выполнение условий 1) и 2) теоремы 1.2.5, так что 
для вклада имеет место формула (11). | 
Оценим интегралы 


с({)— APo(t) со 
вд= [| сы а Бе fet henge, 
а eUL-FAD (1) 

Для определенности ограничимся каким-либо одним, ска- 
mem /2(А). Сделаем замену 2#—1 (1) =— и. Это даст пам 
. © : 

e—“du 
‘(A= | ema 


u(t, A) 
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где u(t, A)=h(c(t)+Ap.(t))—(c(t)+Ap.(t))é В силу 
монотонного рая й' (т) ‘и согласно условию 2) 


имеем 
е Ul, A) 


1, (A) «РВ № 
exp {— # (c(t) -- Ap, (t)) + (с (В) + Ap, (t)) t} 
h* (c(t) — Ap, (1) — fh’ (e (6) 
exp {1 (с (1)) — (c(t) + Ap, (0) + №" (2 (1)) Ар, ‚ (t)} 
hE (6 (t) -- Ар, (t)) — 2" (6 (0) 


== eT ACCC Feed 


al - 
exp {- > ep? (t) A” (e (t) + Ap, op} 
ТС ОА С О ВИ ООО 
Alp, (t) h” Ce (t) ЗА, (1) 
АЗ 


е 


~ р, (t) em eCM tte) 


Следовательно, при А -> oo интегралы /1(А) и 12(А) ма- 
лы по сравнению с вкладом точки х==6({), который по 
формуле (11) равен 

V 2x, (t) em (0+1), 


Теорема доказана. 


Теоремы 1.2.5 и 1.2.6 часто дают возможность сразу 
написать асимптотические формулы для интересующих 
нас интегралов. ` 

Пример. 1. Найдем асимптотическое поведение при 
х— +00 гамма-функции Эйлера 

© со 
Г ($) = { uste—udy = i} ee ted, 
5 co 

Здесь h(x) = e* и условия 1) и 2) теоремы 1.2.6, оче- 
видно, выполнены. Точка максимума х = Ins, ee вклад 
согласно теореме 1.2.5 равен 

2 вера, 2 
$ 


Поэтому теорема 1.2.6 дает нам так называемую форму- 


лу Стирлинга 
Гео ~V 2asste—, ste (12) 
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Сделав замену и==15, мы могли бы привести интеграл 
для P(s+1) к виду (5) и получить для Г (5-1) ee pl 
тический ряд. Мы не будем этого делать, так как в$ 1.4 
получим более удобный асимитотический ряд для шГ($) 
другим способом. | 


Приведенные теоремы, как мы уже предупреждали, 
далеко не исчерпывают всех возможностей метода Ла- 
пласа. Например, для интегралов вида (10) часто бывает 
возможно получить более точные асимптотические фор- 
мулы для вклада точки максимума. Покажем, как это де- 
лается, на одном простом примере. 

Пример 2. Найдем асимитотическое поведение при 
to + функции 


Е (t) = | дче- +aldz, а>—!. 
Сделаем замену х = и + шф. Тогда получим 


F (t) =etint { (Int + паек ди, 


=Int 


Как обычно, нетрудно показать, что весь интеграл асимп- 
тотически равен вкладу точки и=0, т. е. интегралу по 
сколь угодно малой окрестности этой точки. Обозначим 
‘через p(v) решение уравнения 


eX) — p(v) =v? +4, (0) =0, y/(0) > 0. 


Соображения, использованные при доказательстве тео- 
ремы 1.2.4, показывают, что (Vv) является аналитичес- 
кой функцией в некоторой окрестности точки 2==0. Де- 
лая замену 

e—u=1+r%, n= (о), да (о) 40, 
находим 


F(t) = etinr} [| (Int + p(v)2e- (9) dv + 0 (2-2), 
Ho в 


(Int + voy (v) = (In д 3% Ax,mv* (In И) 
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Поэтому 


И VW = (ings » DS Oe ayy nt * (п), 


где коэффициенты @»„ без особого труда могут быть вы- 
ражены через коэффициенты разложения p(v) з ряд 
Тэйлора. 

Интересные задачи, приводящие к другим формулам 
для вклада точки максимума, возникают, когда две или 
больше точки максимума находятся на расстоянии друг 
от друга того же порядка, что и их радиусы влияния. 
Такого же рода трудности возникают и тогда, когда oco- 
бые точки g(a, #) или h(x, #) находятся на расстоянии 
от точки максимума порядка ее радиуса влияния. Рас- 
смотрим два примера такого рода. 

Пример 3. Пайдем асимптотическое поведение при 
1— +oo функции 


ен 
в (a, &>0. 
| 122 | 


Здесь функция p(x, #) = (1--Ех)-! имеет особую тоз- 
ку х=— А, расположенную вблизи точки максимума х== 
—0 функции h(x, #) = —. Для точки максимума, в ко- 
торой первая производная отлична от нуля, тоже можно 
ввести понятие радиуса влияния. В нашем случае радиус 
влияния точки 2=0 равен #'!. Поэтому мы должны рас- 
смотреть три возможности: первая a<1, вторая a>1 и 
третья “=1. 

При a<4, взяв т({) — +, т( “1-0, мы можем 
написать р 

(ог! 
= 4 = 
= (г 11“ ae | See 
6 wort é 


= +0(1)) + ol; ew), 


Fy ~4, fate act 
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При «>1 можно написать 


ва с 
Е( = | Е { С Ties 
tog у 441% 442% ы 
0 a 


=O(t*) + ао) № м. 


откуда находим 
F(t)~(a—1t* Ine, toto, a>, 


Наконец, при a=1 имеем ~ 
© 
1 ( edu 
вое af. 
( ) t util 
0 
Пример 4. Найдем асимитотическое повеление при 


{— {< функции 
1 \2 
Е 
lea), 


F()= | 


00 


May 


Здесь имеются две точки MaKcUMyMa:z = —# 
Си 
х == I находящиеся Ha расстоянии того же “Bopanna, 


что и их радиусы: влияния. Делая заменух = и! "*, пре- 
образуем наш интеграл к виду 


с 2 fit 
Fist * { e~w— ut “аи 
Ser 
п без труда найдем для F(t) асимитотический ряд 
со 2n+1 
ai —2et! 
Fax Yat *, tate, 
n=0 - 
©0 
=! [лол 
an = al | и?пе du. 


—® 


Наиболее интересны задачи такого рода, в которых 
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приходиться искать формулы, дающие равномерную оценку 
по параметру (в примере 3 по <). Разумеется, главный 
член в Таких формулах выражается через специальные 
функции. i 


= ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К $ 1.2 


1°. Пусть p(x) — аналитическая функция, регулярная прп 0 < 
<: <4, ав окрестности точки 1 == 0 представимая рядом 


8 
oe) "(в +) (ag ах --...), а>-1 
Показать, что 

в co 
So) eds aw Plat tee! У в, бад", tae, 


n=0 


причем by = ap. 

2°, Пусть функция t(x) непрерывна на отрезке (0, со) и стре- 
MATCH к нулю при 5 - + co быстрее любой степени г, a ф(х) огра- 
ничена при 5-+ + ©, а при [z| <A представима рядом p(x) = 
= 2° (а + ал +...). Показать, что 


со 
9 (=) т (2) dr = в: ат @, фк, 


n=0 


ot 38 


> 


o 
где ¢, = (ante, (x) dx. 


0 ы i 
3°, Пусть D — некоторая область в плоскости (z, у). a A(z, у) — 
дважды непрерывно дифференцируемая Функция, достигающая 
своего наибольшего в D значения в точке (то, Yo), лежащей внут- 
ри D. Введем обозначения: 
Oh 
~ Ox? [их 
y=Vo 
B Oh 
— Ox Oy 


jc==29” 
y=Vo 


Показать, что если АС — В? + 0, то 


ieee es dy~ = SS, 
“A 
и р 
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$ 1.3. Применения теории вычетов 


Очень большую роль при асимптотических оценках 
интегралов от аналитических функций играет возмож- 
ность произвольно деформировать контур интегрирования 
в области регулярности подинтегральной функции. Дело 
в том, что, оценивая модуль интеграла интегралом от мо- 
дуля подинтегральной функции, мы получаем оценку, 
очень сильно зависящую от выбора пути интегрирова-, 
ния, в то время как сам интеграл от выбора пути не за- 
висит. При этом может оказаться, что подходящий выбор 
контура интегрирования даст нам возможность получить 
не только хорошую оценку сверху для интеграла, но и 
асимптотическую формулу. 

Пример 1. Оценим коэффициенты a, целой функции 

оо 
F(z) = Ха, 2 при n— oo через величину М (т) = 
n=0 


= в Е (2) |. 


jzjsr 


По формуле Цоши имеем 


1 F(z 
ба — о | er a 
ак ~ 
откуда 
fan] < M(r)r- 


Так как г любое, мы можем ssn его так, чтобы эта 
оценка была возможно лучше. Это даст нам . 
lan |S Sin М (г) г". 

: <r<oo 
Для функции F(z)=e* эта оценка дает |а»| <e%n-*, 
в то время как на самом деле, согласно‘ формуле Стир- 
линга (см. пример 1 $ 1.2), 
a ~ermmn—n 


a, = 
a —. 
nt 2nn 


Пример 2. Найдем асимптотическое поведение пре 
п — со коэффициентов а, в pasnonenne 


(44—2)7[— 2-1! In(t — ЭЙ = Хр 
(0<a<1,-0 <B<0), 
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(Мы выбираем ветвь функции, положительную при 


0<2< 1.) 
Напишем опять 2 
4 1—2)“ п (4—2) 8 
a, = { AH [-- - ] dz, r<i. 


(zf=r 


Если оставить как контур интегрирования окружностью 
|2| =, то мы He сможем сделать г большим единицы, 
а из-за множителя 2-"~! в подинтегральной функции нам 
выгодно отодвигать контур возможно дальше от точки 
2—0. В таком положении естественнее всего взять за 
контур интегрирования границу круга |2| <a, а>1, 
с радиальным разрезом (1, а) (в силу условия a < 1 ипн- 
тегрировать можно и по пути, проходящему через точку 
2 = 1). Таким образом, интеграл, выражающий a,, скла- 
дывается из трех частей: интеграла по окружности |2|.== 
= а, интеграла по верхнему берегу разреза (1, а) и ин- 
. теграла по нижнему берегу этого разреза. Значения под- 
интегральной функции на берегах разреза мы должны 
взять те, которые получаются из выбранных нами зна- 
чений при 2 = 0 непрерывным продолжением. Посколь- 
ку в дальнейшем нам придется ‘делать такие вещи до- 
вольно часто, то в первый раз мы проведем продолжение 
подробно. , | | 
Выберем для функций (1 — 2)“ и —In(1—z) те 
ветви, когорые положительны при 0 <2-< 1. Тогда при 
=> 1 функции (1— 2)‘ и —In(1 —2) имеют вид 


(2 — 1) че-вв-9, _In(z — 1) —iarg (1—2), 


так что по существу нам нужно определить лишь 
аго (1—2) на верхнем и на нижнем берегах разреза (1, а). 
Согласно сделанному нами выбору ветвей мы можем счи- 
тать, что аго (1—2) =0 при 0<:<\1. Чтобы попасть с от- 
резка [0,1] на верхний берег разреза (1, а), мы должны 
пройти из точки 2 = 1—8 в точку 2 =1-- 8 по полу- 
окружности |2—1| =e, Imz>0. При таком обходе 
arg (1 —2) уменьшается на л. Аналогично при переходе 
на нижний берег разреза (1, а) с отрезка [0, 1] эгот ар- 
гумент увеличивается на л. Поэтому на верхнем берегу 
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разреза имеем 
— In (4 — =) 8 —а п т (2—1 ‚В 
(1 — 2) ie n 2) ] ead (2 == 1) sles n(z ) + м] . 


Е 2 


а на нижнем берегу . 
а— 9 [- In (4 — alice bes re In (2 — =). 


2 


Так как интеграл по окружности |2|==а равен 
O(a"), то 


я и ( | In e= 1) _ nil! dx +0 (а—") 
я 


t 
или, после замены х — 1 = >, 


n(u—1) 


a eet { —afInn—Int . 8 dt 
ae re ae 


0 1 - a ae 
ie mesh 
eye --af Inn—Int , 18 dt 
~ 2 { : р м ЕЯ 
0 1+ a (1 + в. 
+ О (а"). 
Но 
(а 1) со 
| re DAI xi}? — —~ (In nyP [и 
’ ity (1+) ’ 


= (щп)ВГ (1 — 9), п-= 


и мы получаем окончательно 


| р = в 
НЫ anne га—а) ne! (In п) = n*—! (шп) 


D(a) 


‚о п-® 


` 
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С помощью дифференцирования нетрудно убедиться, 
что эта формула справедлива и при Любых a >> 1. 


Пример 3. Найдем асимптотическое поведение при 
1 — с фупкции 


oo 


Pin \ Stig 


J Vite 
0 
Так как функция V1-+ © четна, мы можем написать 
co 
2! 
Е = ee Ae 
Vise 


—- оо 


Заметим, ITO применить прямо к этому интегралу метод 
Лапласа нельзя, так как подинтегральная функция силь- 
но осциллирует. | 

_ Будем деформировать контур. Функция e* стремит- 
ся к нулю при 2 -> -+-co чем сильнее, чем больше. [п &. 
Поэтому нам выголнее поднять контур. возможно выше. 
Этому препятствует особая течка подинтегральной функ- 
ции при f==i. Естественнее всего взять за контур 
интегрирования два берега разреза (i, + ico). (Такое 
смелое обращение с бесконечным контуром интегрирова- 
ния допустимо, так как в той области, где мы деформи- 
руем контур, наша подинтегральная функция стремится 
к нулю, и притом довольно быстро.) Рассуждая так же, 
как в предыдущем примере, легко получаем, что’ при пе- 
реходе с отрезка [0, i] на левый берег разреза (i, ++-ico) 


= : 1 ; 
величина ая = — sare (t + 1) — 5атё (tf —i) уве- 
личивается на a при переходе на правый берег разре- 


х ‘ 
за — уменьшается на >. Следовательно, 
4 

г И dy 


Е (x) = ica 
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Остается` применить к последнему интегралу теорему 
1.2.1, что даст нам 


п -= (2) п 
F (2) = V ze > aes gon; к + =. 


Особенно хороши для получения асимптотических 
формул те случаи, когда препятствием для перенесения 
контура в сторону уменьшения подинтегральной функ- 
ции являются полюсы. Тогда мы можем переносить KOH- 
тур и за полюс, комненсировав это прибавлением вычета. 
Обычно первый же вычот дает нам асимптотическую 
формулу. 

Пример 4. Найдем асимнтотическое поведение при 
m—> {о функции 

© 


Г cost at 
F(2)= | aT 


—oo 


Kak u B предыдущем примере, напишем сначала 


Опять нам выгодно поднять контур возможно выше. Это- 
mi 

му мешают полюс при ¢=-> и точка ветвления при t = 

=: ni. Величину 


о ПН оо 
Ца = | eftt dt { её dt 
~ J Ея ф-та 
id УР роли ум 


можно рассматривать как интеграл по замкнутому кон- 
туру (в силу стремления подинтегральной функции к 
нулю на бесконечности). Внутри полосы 0 < Imi <a, 
ограниченной этим замкнутым контуром, подинтегральная 


2 Tu 
нкция имеет один простой полюс при t= = с вы- 
У 2 


—-х 


четом е 2 


2 
Е ‚ так что согласно теореме о вычетах 
мУЗ 
т $ ` 
А = 
2 1 (2) = же ° 


Ag abe 
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Кроме того, .. 
по 
| ` г dt = 
cht 2 _ 
Dae Ve +7 
= eae { eixu jE, Se O (=, Cpe 
chu Vt (u-+ 2a) 


co 
rye и = t — ni. Следовательно, 
mm 


ot о Bess хо. 


Еще один путь применения теории вычетов состоит 
B том, чтобы находить некоторые интегралы в конечном 
виде и, наоборот, выражать конечгые величины через 
интегралы. Первое интересно, но не очень связано с на- 
шими задачами, а второе имеет большое значение для по- 
лучения асимитотических оценок. Приведем ряд примеров 
такого рода. 


Начнем с формулы для одного вида интегралов, кото- 
рую рассмотрим лишь по той причине, что интегралы 
такого вида будут часто встречаться нам в главе ITI, 

Пример 5. Докажем формулу 


(—2)° 9 @), 


где Q(z) — рациональная функция, не имеющая полюсов 
на положительной части действительной оси, а а — такое 
действительное число, что интеграл сходится и в нуле, и 
в бесконечности. 

Рассмотрим интеграл 


= 0 (2) dz, 


взятый по двум берегам разреза (0, + со), как интеграл 
по. замкнутому контуру. (Для функции (—2)°“-' выби-. 
раем ветвь, положительную при отрицательных 2.) По 
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теореме о вычетах имеем 


I = 2xi У выч. (— 2)" 0 (2). 
С друтой стороны, на верхнем берегу разреза (— 2)"-\= 
= —27-1e-*" а на нижнем (— 2) — 2110", и сле- 
довательно, ‘ 
оо 0 
ema | 24—10 (x) dx — eva { 24—10 (x) dx = 
0 © 


1 


= 2isinna { 22-10 (2) de. 
0 


Сравнивая эти два выражения, получаем искомую фор- 
мулу. 


Пример 6. Покажем, что если 


р хп 
Ри 
то 
= ; | 
а. ->: Ре | fee 


Начнем с того, что по формуле Коши представим 
Р,„(х) интегралом 


af (1 — £2)” 
Px, (2) =55 тети 


[t—x|=R 


Умножим теперь обе части этого равенства на 2” и про-. 
суммируем от нуля до бесконечности. При фиксирован- 

ном Я и при достаточно малых 2 можно поменять поря- 

док суммирования и интегрирования. Получаем 


24 
Е (т, 2) = | 22 )-84=8)° 
ji—xj=R 


Подинтегральная функция имеет два полюса! 


= КУГИ) os НИГЕРА). 
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Сразу видно, чт при достаточно малых 2 только по- 
люс {= и лежит внутри контура интегрирования. По- 
этому 


2 4 if 
Рея) = вы 20) TP VPP 


Пример 7. Найдем асимптотическое поведение при 
1—- с функции Фф(5)— единственного положительно- 
го корня уравнения winw == х. 


2 . 
Покажем сначала, что Ф (т) Е (1—-[ 00). Дейст- 


вительно, при достаточно больших х имеем очевидное не- 
равенство ф(1) < х. Из него легко находим 
= 


In ine 


Ine(e)<Inz, 9( > py и ol< 


откуда и следует Ф (2) ==. 


Далее, функция № ши в полуплоскости Rew > 1 дей- 
ствительна лишь при действительных W, так как ее мни- 
мая часть 


Im (ре In(pe*)} == р1арзш 0 + рб соз 0 = 
== рт 0 (Inp+8ctg 0) 
при 0< 89 <> p> 18 нуль не обращается. Поэтому 


< + im функция Ш ших имеет ров- 


a 
B xpyre | w = 
но один нуль ш = q(x), и по теореме о вычетах 


4 w (In w + 4) 
Bnd { winw—« dw = 9 (z). 


Сделаем в интеграле замену Ww = (1 + 2) = и обозна- 


$ ga Е =. После несложных 
чим для краткости laa? Ing: Hoc о 
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преобразований получим 
Й | Е 


$ (9) = ПЕ Е 


_t = itt In (4 + t) 
= 


_ 1 
= J o@anae 
м 

При х-> +00 величины д и т стремятся к нулю. Поэто- 
му на окружности |{| = + функция Ф(Ё в, т) разлагает- 
ся в равномерно сходящийся ряд по стененям д и 12 

ю в 

Ф (Е, 6, т) — р > Qk (1) отт, 
k=0 m=0 
ow 


rye 
(=1) Пао (= Chim [НР aM a(t ft" — 


и, И "а в (1+ 8]" — 


— Chat (EEE a a or + In (+ 9 


Следовательно, 
(In In =)* 1 
9 (2) = tke x2 т К (ln (аз бит = ый Чт (#) dt. 
R= 


ni 


Асимптотический ряд для P(x) сходится при доста- 
точно больших х. 


ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К $13 
1°. Пусть a 


r= —2"|— nds ely =» аа", m= 0,1, 2 a 
n=0 


“где $Ф(2) регулярна в круге |2| за а>{и $(1) = 0, Показать, 
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что 
(m—1)t sd ‘ 
~ 9 (1) aa = Вот НН: 
л 
2°. Используя соотношение Г () г(1— 2) = in az’ показать, 
что 
1 4 жа 
га 229) 4% 
E г. 


где Г, — граница полуполосы [Im #| <a, Ret <b, В > 0. 
3°. Показать, что если tp(x) — аналитическая функция, регу- 
лярная в области D, то при тер и при достаточно малых 2 
со 


Уго, = 2. 2 9 ®= п eh 


n=0 1 а 


где ¢t(z, 2) — решение уравнения Ё = х + 24(1), t(z, 0) = <. 

4°. Обозначим через p(x) положительный корень уравнения ` 
wre? == х,.— © <a < oo, стремящийся к + © при х-* + ®. По- 
казать, что 


Ae 
ri 
5 
5 
& 
3 


Ф (2)  Inz—alning + 


$ 1.4. Формулы суммирования 


Методы теории вычетов с успехом применяются для 
преобразования конечных сумм и бесконечных рядов 
в интегралы, что имеет большое значение для получения 
асимптотических -формул. Мы докажем ‘две основные те- 
оремы, часто употребляемые с этой целью, и рассмотрим 
несколько примеров их применений. 

Начнем с вывода формулы Пуассона, Мы докажем ее 
при довольно сильных ограничениях, вполне приемлемых 
для большинства задач. Желающие ознакомиться с более 
общими условиями применимрсти формулы Пуассона 
могут найти исчерпывающую информацию „в книге 
Е. К. Титчмарша «Введение в теорию интеграла Фурье», 
Гостехиздат, 1948 г. 6 

Теорема 1.4.1. Обозначим через Day область, полу- 
чающуюся удалением из плоскости углов 


arg (2 — ia) — 5 <5-1 и arg (2-1 ia) + F< $a 
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Пусть аналитическая функция f(z) регулярна в области . 
Din с какьми-нибудь а>0 и 1п>0 и. “удовлетворяет . 
условию 


(т + iy)| <: (21|) 27, xhiyve Dem (1) 


2de y<2n, а e(u)>0 при и- +00, Тогда 


1 


ти оо 


2% Dim oe { f(a) ет хах, ee (2) 


если ряд в левой части равенства (2) сходится. 
Дока зател be TBO. Прежде. всего докажем сходи- 


мость интегралов Г 1 (x) ету, fin придется ввести не- 


которые обозначения. Возьмем два целых положительных 
числа №; и № п обозначим через Cy, x Границу зао 


ласти Day, лежащей в полосе — М, — + < Rez <М; + о 


Через С\л, и Сум, обозначим соответственно верх- 
нюю и пижнюю половины контура См,м.. Через С+ и С- 
обозначим верхнюю п нижнюю границь- области Da, (в 
отличие от Сум. и Сул, где мы сохраняем то же на- 
правление, что и na Сл,м,, направление на Ct и С- мы” 
будем считать одинаковым: от — 00 к’-- 09). 


Из условия. (1). следуст,. что ‘интегралы. { £0) ет. 
ст. = 
при Ё>Ё и {+@ еле при А < = сходятся. se 
os 
лее того, оценивая с помощью условия (1) иптегралы' по 
вертикальным частям контуров CN,N,, мы легко получаем 
(согласно теореме Коши) при k 2 1 


| 1 (т) ета = 
== lim | Годен = | Поев®мни. (3) 


М, Мою 
CNN ct 
Это дает нам сходимость интересующих Hao интегралов 
при k- = ь - с 
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Чтобы доказать сходимость интеграла при k == 0, pac- 
смотрим ивтеграл 


Inn, =: { f (2) ctg nz dz, 


CNN, 


м, 
который по теореме о вычетах равен > (п). С другой 


п=— М 
ыы 
Гмьмь = # J f (2) (ctg nz is i) dz +- 
” о, 
+: { f (2) (ctg mz — i) dz ~ 4 J f(z) dz+ Е yas 
См, м, , Chim, яя 
Но es ‘ 
„гла 


4 И 
5: (ctg az + i) = Toe" 
гла. 


4 : 
5 (9812 — i) = ==, 


а последние два интеграла по теореме Коши не зависят 
от пути, Поэтому 


1 
x м 
Siim- | юа- 
ne, 1 
—(¥+3) 
1 (=) ел 1(2) emit 
a ЕЯ |} пе № 


CNN. CNN, 


В силу оценки ({) ивтегралы в правой части при Nj, 
№; — oo стремятся к интегралам по Ct и С-. Отсюда- 
. видно, что иитересующий mac интеграл сходится. Кроме 
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того, мы получаем формулу 


` 


во a Qniz ~—2niz 
Х fm= | p(eyae + | oar ds a+ | Dee as. 
n=—oo has ыы 1 
— a cn 
(4) 


Ha С+ ameem 


еле P 
= e2niz + ©4742 + еб И 


— еп 


а на С- 


— 2? 
е itis: «1, вв a 
ipa +e 472 о вя + ate 

Подставляя эти разложения в формулу (4) в витегрпруя 
почленно, что законно ввиду равномерной сходимости ря- 


дов, мы получаем утверждение нашей теоремы. 


Приведем два несложных примера применения фор- 
мулы Пуассона. 

Пример 1. Найдем асвмитотическое поведение при 
&—- о функции 


Запишем F(z) как сумму от — oo до -- ©. Очевидно, 
имеем 


Pama +s ХУ 


Для функции f(z) == е"" (22 -+- 27)-* условия теоремы 
AAA выполнены с y= л. Поэтому формула Пуассона 
примевима, B мы получаем ; 


Ш” _ $ Я изя = > | 1 
Хоуяен-,Х. | papas Bo ee ass 


fizx—00 Киево 
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здесь 


Асимптотнческое поведение функции g(r) при r—>-+ © 
мы уже исследовали в примере 3 $ 1.3, rae получили 
асимптотический ряд 


ло к 2п)!]2 
- ota) = V ted Lent ya, =», 


p(n! чи 


из которого видно,^что в выражении для нашей суммы 

лагаемыми с А > 0 можно пренебречь. Кроме того, яс- 
но, что функция p(x) четна. Значит, асимототическое по- 
ведение ‘всей суммы вполпе определяется двумя слагаев- 
мыми: Ф(лх) и ф(—лх) (те. А=Ои А = — 1). Следова- 
тельно, | -- oe on у 


% 2т)! |2 ; a2 
Ре. ce LEE os = (nr), x++ 0 
(m})82 2 у 


me ox 


(Эти 


yam 
Tmyagemar EY yt tm 


. Пример 2. Найдем асимптотическое поведение при 
1—0, > 0, функции . 


. & J = 
: ` Здесь алония теоремы 124 1 выполнены с 4 =) ne 
<= 4 ae формулы Myaneous дает 


рва, 
$) = ‚5. fe 
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Но 


* Pe ani)" atx? Ata?” 
2. i ae rs x = л х 
em tetennitdt = е dt = = Ve 7 
d d 7. . 
г —= 


с 


и мы приходим к интересному соотпошению 
д [п 
$2) = И=+ (=). 


Нетрудно заметить, что при 1 -+ --со имеем 


y(2)—-1 ~ е>.. : 
Поэгому 
2 — — nt - 
ч9-У=- =e =, 20, х> 0. 


Формулу Эйлера — Маклорена мы тоже докажем, при 
довольно жестких ограничениях. (Доказательство этой 
формулы Apa мепьших ограниченпях можно найтй в кни- 
ге Г. Харди «Расходящиеся ряды», ИЛ, 1954 г.) 

Теорема 1.4.2. Пусть аналитическая функция f(z) 
регулярна в полуплоскости Rez 20, —1<8<0, не- 
прерывна вплоть Oo ее границы и ydoe: нЕ усло- 
виям: 


lf (z+ 4) |< Меми, — *< 271 
(М, вообще говоря, дано or:x), | 8 veh = $ 
tim LOO) 0, Гоби + ty) |< Mev fom (| 
(М, не зависит от п). : : act 
Тогда У Е 


Dery [9+1 + с + Увы, 
=1 8 г. n= 


| ть — (5) 
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где 
б-р 6—4 
т 7), f (3) dz 
С (6) = J rat + | [ar] 


Шт г ты 
Вт = 2(—1) j у 


Ome OT) ew 


dy. 
о 


Доказательство. Обозначим через Г», контур, 
состоящий из вертикальных отрезков [6 — А, 0-4], 
n+ie, n+iR], (n—ie, п], горизонтальных отрезков 
0—8, п В], [0+ М, п + #] и волуокружности 
jz—n| =e, Rez >> п. Перечисленные выше частая обра- 
зуют замкнутый контур, интегрировать по которому мы 
будем, как обычно, в положительном ваправлении. Через 
Ги» обозначим часть этого контура, состоящую из пря- 
моливейншых отрезков, лежаших выше действительной 
оса, ‘через Lae — симметричвую часть, лежащую ниже 
действительной оси, а через А; — оставшуюся засть, т, е. 
полуокружность. 

Рассмотрим интеграл 


Та [| f()ctansde = Tie + Tie + Ine, 
Lr 


aa — + — 
rae через The. Гней /„. обозначены янтегралы по Ге, Где 
я К, соответственно. По теореме о вычетах имеем 


1: = & f (A). 
ie 


Найдем для Jp, другое выражение. В Г}, подставим 
2: 


618 12 = — i — = 
$ Fae | 


ав Газ 
а 
ctg я Gani 


—4° 
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Это даст нам 


nie nis OLR 
4 és 
Ig at { ПОЕТ { ое | Loe 5 
Е] 
9-в n+iR п” 
i 1 (2) 4: | f(z) 4 (268, 
fe ей По er ene 
‘ n+ie nis 
n+iR n—iR ы 
f(s)dz , ] (2) dz 1 _ 
++ | aay { о + | Го ete nces. 
ея e—iR 5 


Положим теперь А —> - 0c, e->0. При г—0 послелиЕй 
{ 
иятеграл стремится к af (п) — половине вычета yAKOAR 


nj(zjetg mz в точке $ =п, а два предыдущих интеграла 
при Я — -- co стремятся к нулю в силу условия теоремы. 
В итоге получаем 


Vi O-Liee 
4 
У! - [reas и) . “a+ 
Q— ise 
“ f(s)de > ( f(intiy)—f(n+iy) ay ь 
г. але раны te 6) 


Чтобы доказать теперь формулу (5), мы должны убе- 
диться, ITO последияй интеграл дает асимптотический PAX 


У В,/?" ТО (п). С этой целью заметны, что по форму- 
m=) 
ле Тэйлора 


f(n+ ue A Ыы fy) -5 ath yamtif(2ms) (м) | «< 


Ny 


«ата в +9, 
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Применяя условия теоремы к f° (п iy), получаем, что 
при любом фиксированном р. . 


ен —1 
tiy)—f(n—iy) ad 
; Lintiy =. no iy = и -- Увы" (п) 
‘ Е то . 
Ах ' < М, | (п) |, 


откуда и следует утверждение теоремы. 

.. Замечание 1. Часто для определения C(@) бы- 
вает выгодно положить O = 0. Те же рассуждения с ма- 
ленькой полубкружностью дают нам для С(0) формулу 


: 1 ГАА —fl—in..d М 
С =— Fh) 2 aia a) 


--Samewantre 2. Для коэффициентов B,, называе- 
мых числами Бернулли, можно ‘дать и более удобные 
формулы. Например, они могут быть определены из ра- 


венства 558 
ey al м ИЯ 
У вен 


m=0 


a att 
г. 


4 


Для получения этого равенства можно положить в фор- 
п 


nit ` 
муле (5) f(z) =" и взять разность Pet) = р. КЕ). 


-`В качестве. иллюстрации‘ применения формулы’ Эйле- 
ра`— Маклерена- Beene YEN! ‘свойства функций Г(2) и 


(2): | т. 


T(z) = fetetat, $ 6 (2) = ры no, 
$ : 


с которыми нам часто придется сталкиваться в даль- 
нейшем. 

‚ ‚Начнем с функции Г(2), с которой мы уже немного 
познакомились: (при действительных 2) в примере 1 
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$ 1.2, где получили для нее. асимптотическую формулу 
Га) VY aux x%e—*, n+to. (8) 
Пример 3. Исследуем асимптотическое поведение . 
функции Г(2) при комплексных 2, [2| — со. 
Прежде всего с помощью формулы Эйлера — Макло- 


рена получим Одно: важное интегральное представление 


для ш Г(2). 
Рассмотрим сумму 


5 (2, п) -Зь (А. 


С одной стороны, из равенства Г(2 + 1) = 2Г(2) (оно 
легко получается, например, интегрированием по частям 
в интеграле для Г(2)) находим 


5 (2, п) = шв Г(2- т + 1) —№Г(2). 
С другой стороны, по формуле Эйлера — Маклорена 


S (=, п) = [веди ++ Ine +n) +C(@)+0(1), 
о 5 


откуда 
5 (2, п) = (2+ п) ш(а + n)—zlnz—n+ 
+ ша) +0) +0), nvm. 


Сравнивая два выражения для S(z, i, получаем 
InP tn+t)—(z+n++)Ing@ +n) ++) ых 
= ШГ (2) —2Ш2--2-+-С(2) + 0(1), . n+0. 


Переходя к пределу при п-> oo и используя формулу 
(8), находим при 2 > 0: 


| ШГ = In2n + 2ins—2—C(2), 
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Согласно замечанию 1 имеем 


ео 


1 In (2 -+ ty) ~In(z—iy) dy 
сы - и: [Пети emi thy 
0 


пли, после интегрирования по частям, 


2 c In(4— —2ny) 
C@=tins pf BUR) gy, 
| 


Итак, мы нашли для ш Г(2) интегральное представление: 


. шг@) = (2 --Р)ы=- | + ш2л — 


1 1 — em ont : 
aye d at, (9) 


Это представление доказано нами при 2 > 0, но по прин- 

ципу аналитического продолжения OHO пригодно при 

Rez > 0. Однако контур интегрирования в формуле (9) 

ет действительных 2 >> 0 можно поворачивать па угол Фф, 
л ca л 

lel< y так как при | гё 2 | < -- — 1 подинтегральная 


sisi стремится к нулю и не имеет особых точек, 
Представление 


БГ = (s~4)inz—2 + 


7 


1 1 — ev oat 
+$lnda—t | baa 2 0) 


уже пригодно при Ве(2е-“) >0. Таким образом, фор- 
мула (9) дает возмюжность исследовать № Г(2) при 
jargz| <a — 1, где м >> 0 сколь ‘угодно мало. 


Интеграл в формуле (10) при любом 9 равен (4), 
Поэтому ; 
nT) = (s-+)ing~24 4 in2n + o(+), (11) 


t+o, | ав: < п-т. 
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При желании нетрудно получить и асимптотический ряд 


«< В 
InP) @(s—+)ing 2 + + In 2x + Хы 2—т, 
m=0 


z>oo, [2182] <п—т 


Из формулы (11) мы можем получить, в частности, 
что при фиксированном 2 и при у- -Е co асимитотиче- 
ское поведение ш|Г(х + &/)| выражается формулой 


In | T(x + iy)| = ВешГ (2 4+ iy) = 
л 4 
=—Ajy|+(e—F)ini+0W, ys. (12) 


` Для полкого знакомства с Г(2) нам осталось еще вы- 
яснить ее поведение вблизи отрицательной части дейст- 
вительной оси. С этой целью мы выведем формулу 


Г(АГ(—2) = 


(13) 


sin п:° 


п 
Для этого возьмем какое-либо 2, 0 <argz<@ << 


и попробуем найти In Г(—2), считая arg(—z) = ага —л. 
По формуле (10) имеем 


InP (2) =(—2-4) а2—я0+ 
~ip 


| In ({ — e727) р 


1 2 
+ Ш2я+-—- fan 
Повернем контур интегрирования так, чтобы он опять 
совпал с положительной частью действительной оси. При 
этом он перейдет через полюс подинтегральной функции 
{== --iz, так что нам придется учесть вычет в этом по- 
люсе. Это даст 


InP (—2)=(—2-+)(ns—ai +s + ш2л + 


< —_ ем t 
+=] nia dt— In (4 -— e2niz), 
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Складывая эту формулу с формулой (9), мы получим 


An (а + InP (—2) =ла-Нш2л— In (1287) — In +, 


откуда 


ле х 


сх eee’ 
Г (2) Г(—=) 2 (4 — е2®®) = рый az” 


что и дает формулу (13), если вспомнить, что Г(1 — 2) = 
= —2Г(—2). 

Из формулы (13) видно, в частности, что особыми точ- 
ками Г(2) являются лишь простые полюсы в точках 2 = 
== —и с вычетами (—1)*/n!, п = 0, 1,2,..., и что фувк- 

\ : 


ЦИЯ го) целая. 


Пример 4. Найдем асимптотическое поведение 
функции. 


„= Хи - 9 


при 2— co по различным направлениям во всей комп- 
лексной плоскости. 

Формула (14) дает представление для §(z) при 
Ве >> 1. Из нее видно, что &(2) ограничена при Rez > 
2a> 1. Чтобы судить о поведении &(2) в левой нолу- 
плоскости, нужно найти для нее другое представление. 
Наиболее удобно для этой цели так называемое функци- 
ональное уравнение 


EU —2) = Г Кое, (5) 


выводом которого мы сейчас и займемся. 
Рассмотрим сумму 


Ms 


5%ад=У ет OcRezr<t. 


k 


т 


По формуле Эйлера — Маклорена при 0 <0< {1 имеем 
‘4 14 : 
та” © ба, 0) +401), are 


$14, ФОРМУЛЫ СУММИРОВАНИЯ Ag 


где 


0-Е оо 2 0—t00 ь - 
_ "dt 4 
С (2, 6) { emit —1 t { ел — 4° 
0 


Нетрудно заметить, что при любом 0 > 0 функция C(z, 0) 
является целой функцией 2. Поэтому функция 


9 (2) = ва (5, д - = с, 0 —-© 


n+ 


регулярна во всей плоскости 2, за исключением точки 
2 =0, в которой она имеет простой полюс с вычетом —1. 
‚ Но при Rez < 0 


2 
Ф (2) = Нт [5 (п, 2) — я = 
п: 00 2 
= Ни $ (п, 2) = Dy t= S(t —2), 
R->00 
так что функция €(z) регулярна во всей плоскости 2, 


за исключением простого полюса при 2 = 1 с вычетом 1. 
С другой стороны, при Rez > 1 


6: 
@(2) =C(2, 9 — = =C(2, 0): 
bes ИЯ 
Seen АА: 
fe у 1, 2 —y 1 у = 
i may 4 
со 1 o © 
mz у “ау my | 2—1е—21лу у — 
ое 2cos ры е-2*луду = 


со 


= 2eo0s Ff ве > (ода = 2 (ол) (2) & (2) 0 oA 


h=i 


и формула (15) доказана. 
Так. как 5(2) ограничена при Rez 2а>> 1, то с по- 
мощью формулы (15) легко находится поведение 5(#) 


4 М. А. Евграфов 
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при Rez < р < 0. Hicapasea, из формул (45) и (12) лег- 
ко получить 


р co | 
(ee timo ИЕ”) atm aw eee 8 


Оценки €(z) в полосе 0 < Rez <1 значительно слож- 

нее. Так, например, вопрос о справедливости оценки (16) 
A 

при 05:5 -— не решен до сих пор (так называемая ги- 


потеза Еда. Однако более слабая оценка 


. ol ан ss 
[S(@@+iy)|=O\ly| , Уже, O<x<t (17) 


может быть получена без особого труда с помощью тео- 
рем Фрагмена — Линделефа (см. $ 3.4, Задачи и до- 
полнения). Сейчас мы покажем только, что 


(№ 
Сены =), urbe, 0<e<t. 


Это следует из формулы 


© го 


6 (2) = и = eri + af ue ({u] — и) du, 
$ | 


дающей сразу |$(=+4)1=0(14|) при <>, и из 
формулы (15). : 


ЗАДАЧИ. И ДОПОЛНЕНИЯ К 814 


1°. Пусть Q(z) — рациональная функция, не имеющая полюсов 
на действительной оси. Обозначим через 2, ее полюсы, лежащие 


в верхней полуплоскости, а через 2;’-— полюсы, лежащие в ниж- 
ней полуплоскости. Показать, что при 0 < 0 < дл 


в Qi) Qe) 
у 0 (п) ein! -> mae <= gone b> BEY. г iis ; 
n= 2= t=Zp 


если ряд в левой части сходится, 
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2°. Пусть 


f(s) = У п? рп)", ast, —w<pce. 


n=2 


Найти аналитическое продолжение ils) на всю плоскость z с раз- 
резом (1, +00) и показать, ято 


eg В e : 
12) ~T(a+14) (1—2)7* (int) Е 


3°. Показать, что 


го- ей (+=, 


где Е 


4°, Показать, что при Rez >a > 1 значения |$(2)| ограниче- 
ны не только сверху. но и снизу. 


$ 1.5. Производящие функции 


Может показаться странным, что, излагая методы по- 
лучения асимитотических оценок, мы всюду говорим толь- 
ко об аналитических функциях. Причина этого не в том, 
что книга посвящена главным образом целым функциям. 
Она скорее во взглядах автора (может быть, несколько 
субъективных). Мне кажется, что если мы исследуем 
асимптотическое поведение какой-либо функции (не обя- 
зательно аналитической), то нам почти всегда выгодно 
связать с этой функцией некоторую аналитическую функ- 
цию и исследовать ее, используя весь мощный, хорошо 
развитый аппарат теории аналитических функций, а за- 
тем вернуться обратно. 

Типичным примером такого образа действий является 
применение производящих функций или интегральных 
преобразований. Впрочем, справедливости ради следует 

` отметить, что применимость этих методов всегда должна 
быть обусловлена возможностью найти производящую 
функцию или интегральное преобразование. з 


< ть 


. 
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Попытаемся разъяснить в общих чертах содержание 
метода производящих функций. Пусть нам нужно иссле- 
девать некоторую последовательность {а„}. Часто случа- 
ется, что способ задания последовательности позволяет 


найти функцию / (2) = > a2". Звалие функции (2) 
= n=0 


для точного определения последовательности {a,} может 
дать не больше, чем первоначальный способ задания, так 
как точное нахождение коэффициентов аналитической 
функции — сложная задача. Иначе обстоит дело’ с на- 
хождением асимптотических формул для а, при п-> oo, 
Сложность нахождения коэффициентов функции f(z) 
связана co сложностью самой f(z). Однако сложность 
f(z) определяется числом ее особых точек и их характе- 
ром, а на асимптотическое поведение коэффициентов 060- 
бые точки влияют далеко не одинаково. Грубо . говоря, 
чем дальше особая точка, тем меньше она влияет на ко- 
эффициенты, а при одинаковом расстоянии — тем мень- 
ше, чем слабее растет функция при приближении к этой 
точке. Поэтому исследование ближайших особых точек 
/(2) обычно позволяет легко найти асимптотическую фор- 
мулу для adn. Кроме того, в любом случае мы получаем 
выражение для а, в виде контурного интеграла, который 
можно оценивать, например, методом перевала. (Способ 
исследования, предложенный выше, по существу, совпа- 
дает с исследованием методами теории вычетов.) у 


Пример 1. Найдем асимлтотическое ловедение при 
фиксированном x и при п-> со функций Р, (х): 


хх Хи—1 
Р.()=([... | day.. dey, Pola) =1. 
- 01 4 1 
sty” 


`Попытаемся найти производящую функцию. Положим 
F(z, x) = МиР, (2). | 
, n=0 5 
Так как 
Pa (2) = Рь-в(#), Р» (0) =0, в>ь Рь (4) =0, oat, 
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то-мы без труда получаем для F(z, x) дифференциальное 
уравнение 


Fy. (2, t) = 22F (2,2), F(2,0)=41, Е. (а, 1) =2 


* 


Решая его, находим > 
F(z, 1) =C,(z)e*+C2(z)e™, 
C1(z) + С2(2) =1, C1 (2z)e*— С2(2)е-* = 1, 


откуда . 
ch (x —1):- sh rz 


F(z, 2)= chz 
„Мы видим, что особыми точкамп F(z, 2). являются прос- 
тые полюсы в точках 2 == (2А + > k= 0, +1, +2 
Можно написать 
1 
Pr@) =a \ Fe oS, сан 


. р» 


нп применить для получения асимптотической формулы 

теорию вычетов. Из-за множителя 2—"-! в подиитеграль- 

ной функции нам выгодно отодвигать колтур возможно 

дальше от начала. Первым препятствием являются бли- 
> ВЕ 

жайшие к 2=0 полюсы 2 = + —-. Переносл контур через 


них, получаем > 


P, (2) = — выч. SE? — выч, SEP 0-1), 
a, -F ВЕ 
2 2 

л 3x 
<< 

или 

% дл 
cos > + (e—1)tisiny 2 cos 5 (2—1) —isin > 
P, (2) + 
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Учитывая-и более далекие полюсы, мы могли бы полу- 
чить асимитотический ряд. 


Пример 2. Пусть ти, mz, ..„ Т. — целые положи- 
тельные числа, не имеющие общего делителя. Найдем 
асимптотическое поведение при п-> со величины A, — 
числа решенуй уравнения mir). ... + тат: = п в целых 
неотрицательных числах 41, 22,..., Ly. 

Рассмотрим производящую функцию 


F (2) = 4, 27. 


Нетрудно сообразить, что . ь 
Е (2) =(1— 27")... (1— 37)", 


5 
так как (4 — 2".)-1 = У 2” п 
х.=0 


(=). ан, 


С: co oo 
тих. т 
= Дне Bath rte $ дул, 
х:=0 xq=0 n=0 


поскольку, приводя члены с одинаковыми степенями 2, 
мы получаем в качестве коэффициента при 2” число 
способов, которыми п можно представить в виде п == 
== mt, +... bmg. 

Все особые точки F(z) лежат на окружности |2| = 1 
Эти особые точки — полюсы различной кратности. В си- 
лу предположения об отсутствии общего делителя наи- 
большую кратность 4 имеет только полюс 2 = 1. Значит, 
асимптотическое поведение A, должно определяться 
именно этим полюсом. 

Как нетрудно заметить, в разложение F(z) в ряд Ло- 
рана в окрестности точки 2 == 1 старший член (1—2)-* 
войдет с коэффициентом 


2 (1 — 2)? 4 
lim —————————__- = -———., 
=! (1 —# saz) . (1 = 24) 71... My 


. 
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Коэффициент при 2” в разложении (1— 2е-®)-? по сте- 


г ing, p-h 
пеням 2 асимптотически равен -—————. Поэтом 
(р— 1)! . 
no! 
A,~ C= im, т,’ er 


В случае, когда изучаемые функции зависят He от 
целочисленного, а от непрерывно меняющегося перемен- 
ного, вместо производящей функции рассматриваются 
интегральные преобразования. Роль формулы Коши для 
коэффициентов играют так называемые формулы обра- 
щения. 

Наиболее часто применяются следующие три преобра- 
зования, отличающиеся друг от друга несущественными 
заменами переменных. Приведем формулы этих преобра- 
зований вместе с формулами обращения. 

Преобразование Лапласа: ~ 


6-10 


Е @=|у (фе-тат, f(z) = 5a; F (2) ета. 
0 6-1 
Преобразование Фурье: 
Е (2) = ( f (x) edz, f(t) = | Е (2) е- dz. 
Преобразование Меллина: 
o с oie 
= 2—1 7 = 1 a 
F(a) =[p@erta, fe) =ph | Рога 
0 a—ivo 


Приведем без доказательства простейшие. условия, до- 
статочные для справедливости формул обращения. (Пол- 
ное изложение вопроса можно найти в книге Е. К. Титч- 
марша «Введение в теорию интеграла Фурье», Гостехиз- 
дат, 1948 г.) 

Для преобразования Лапласа: f(z) непрерывна и 


Vis @leretde < о, 
9 
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Для преобразования Фурье: f(x) непрерывна и 
= © 


[| лау|аз < о. 


20 


Для преобразования Меллина: f(a) нпепрерывна n 


i} | f(z) | 2—4 < со. 
0 у . 


Пример 3. Найдем асимптотическое поведение при 
2—0, х > 0, функции 


2 
(0) = Хе", &> 4. 
n= 


Рассмотрим преобразовапие Меллина or фуннции 
1 
ja(z) —1. При Rez > —> имеем 


5 11$ 


5 
=> af ple = 6 (а2) Г (2). 
$ 


(Возможность почленного интегрирования следует Из схо- 
димости последнего ряда, так как при 2 =O >t все Be~_ 
личины нвитьНнЫ По формуле обращения при лю- 
бом <> -- 
6-1 
и =1+щ | Г Цай ав. > 


6—1 


Из оценок, полученных в примерах 3 и 4 $ 1.4, мы зна- 
ем, что при фиксированном xz и при у-> + 


[P+ ага = о (ие) 
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и подинтегральная функция имеет своими особыми точ- 
1 
ками престые полюсы при 2=-_ (полюс 6(92)) и z=0, 


—1, —2, ... (полюсы Г(2)). Из-за множителя 27" нам. 
выгоднее перенести прямую интегрирования возможно 
левее. Перенося контур через полюсы, следует прибав- 


лять вычеты в этих полюсах. В полюсе 2 АТ вычет ра- 
1 


вен 4r(t = ‚ ав полюсах 2==—n, п==0, 1, 2, 
1” 
р 


вычеты равны 5 (—na) 2", Поэтому 


1 С: 
= ce 
ег: 414 PSM в, 
я A= . 
x+0,x>0 


С помощью функционального уравнения для 5(2) (фор- 
мула (15) $ 1.4) находим 


— (ол) Га + (а + 1)sin = 


и, окончательно, 


ja(2)wbr(tje ep ty 


a 


$ 


hte oh Г tha + 
чае ай И ho + зо, 

ы у х+0, х> 0. 
Интересно сравнить последний результат при a = 2 


с результатом, полученным в примере 2 $ 1.4. Ясно, что 
fy (2) aS i Bc a ieee Hamp формулы следует 


= У чу P+ Zoe, snece 
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а результат, полученный в примере 2 § 1.4, более точен: 


| pac 
1 1/л 1 1 moe „> 
о я Ze %, Sore. 


Пример 4. Найдем асимптотическое поведение при 
r++ oo функции 


= a 
a an 
Бр (в) = У, > 0. 
п=0 Г а i- 1) 


Рассмотрим преобразование Лапласа от функции 
| 


в, (2°). При Rez >> {1 имеем 
4 


F,(2) = Г E, (2) е “ах = 


m0 (4+ t)o im a 
р 2—1 
Ввиду положительности всех величин (при действитель- 
HOM 5 == 6) действия законны, и из сходимости ряда сле- 
! 


дует абсолютная интегрируемость Ep (; a при `5 > 1. 
Следовательно, можно применить формулу обращения, 
которая дает ; 

atice otic ——1 


Й 

ф 
1 р 1 хр & dz 
Ey (2) = 54 | Fy (a)e™ds = sb | pte 
Oise 9—1 sd 


Нам выгодно переносить контур интегрирования возмож- 
но левее. Первым препятствием является простой полюс 
при 3 == {, вторым — точка ветвления при $ == 0 или еще 
некоторое количество простых полюсов при $ == e210 


(ons могут оказаться правее, чем z= 0, прир <) 


‹ 
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Перенесем контур интегрирования налево до совпадения 
с мнимой осью. Учитывая вычеты в пройденных полюсах 
{полюсы на мнимой оси обойдем слева), получаем 


, | 1 
lis too aot 
anni 4 2 
Ер (2) =e > ee et | г" — 42. 
т J 4 
6 = "| Рф 


Теперь преобразуем контур интегрирования в оставшем- 
ся интеграле, повернув оба луча (0, ico) и (0, —ioo) на 
столь малый угол, чтобы не проходить новых полюсов. 
Как и в теореме 1.2.1, получаем 


4 


По —- © По n 
1 za 2 42 = = ( ds” ds 
ti ) & р in || ; 
2 —1 
a> +90 
и 
0 а оо 
1 p 2° el $4 
во xP 2 ane 1. Р 
р { я в = > ani ez" dey 
ioe iN n=) 
tose ~* ef nak 
% + + 00, 
Ho 
jooeiN of ec eli na a 
2 n 
| ee? 42 = | 2:7? dz=e "г(=), 
é 
—icoe iN — 1 
ыы „5 me eee | [п 
{ e72° dz== fee? dz=e a) 
0 0 
так что 
ico to ee 
4 ах 2 4 п \_. м п 
mi se 4 = — = ST 5-12 Baty 
ico Г n=1 
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E, (x) = BS аи et + У r(+) sin ae 


n=l 


Немного усложнив рассуждения, можно получить 
асимпитотические формулы для Е›(2) при любых комн- 
лексных 2. Делать это сейчас мы не будем, так как в гла- 
‘ве ПТ будет подробно исследован более обтций случай. 


Пример 5. Найдем аспмптотическое поведение при 
в—0, = > 0, решения f(x) = /.(<) интегрального ypas- 
нения 


абсолютно интегрируемого на иптервале (— oo, со). 
Введем обозначение 


= Г 1 (x) edz. 


Применяя преобразование Фурье к обеим частям интег- 
рального уравнения, находим 


r : ° 4. Е 
F (2) | и | т a 


Ho 


с 


с 
ее — 
j её ь dg rin | = 


00 Bes ch Je 
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(последний интеграл легко вычисляется, например, при 
помощи замыкания контура в верхней полуплоскости; 
получающийся бесконечный ряд вычетов легко суммиру- 
ется). Следовательно, 


д 1 
Е(2) = Qe г’ 
on Be 
и по формуле обращения 
2 
> ~ 20% 
4+ и i= 
_ 4 1-2? ~ixe 1 Ei a 
t= | п“ az a | cht ЕЁ t, 
—o ch Ve —o« 
или 
it i 
fe ye fe 
(а) зи) arte | “a 
co te й 
Отсюда 
. А--О (=? у 
fi) =550 09, a+ -weace 
так как 
© 
| г Чи 
ВЕ" og 
2s © < 
и 


ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К $15 


1°. Пусть последовательность dn задана рекуррентными соот- 
ношениями 


(WF авы — (N+ a)an = bn, В, = 0(а"), a<tm-t ord, 


62 ГЛ. Г МЕТОДЫ ПОЛУЧЕНИЯ АСЛМПТОТИЧЕСКИХ ОЦЕНОК 

Показать, что 
—: 

` ве. n® Ра 
п T@ 


2°. Пусть последовательность an определена рекуррентно; 


Чи 


Bis 
ay pa tet t 


Показать, что : з é 


1 
а, ^^ г; (in п) 


3°. Пусть фи у(х) удовлетворяет дифференциальному 
уравнению 


— (ау =0, ey) 1, а>0. 
Показать, что 
Е 
в г(4-) ==, s+, 
&°.“Пусть P, (x) определены равенством 
ft. 
>, = п, 1 aa [21 —4)"]. 


Показать, что при фиксированном z > { и при пл -— ® 
= —— n+ 
Pi (z)~ Vs (e+ Va? 1) 
2пх г 


$ 1.6. Метод перевала 


Метод перевала является одним из наиболее улотре- 
бительных методов получения асимнтотических формул 
для функций, представленных интегралами вида 


F(t) = [аа 
с 


от аналитических функций. Сущность метода перевала 
состоит в том, что. используя теорему Коши о независи- 
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мости интеграла от пути, мы деформируем контур интег- 
рирования таким образом, чтобы можно было применить 
метод Лапласа. 

Применяя метод Лапласа, получаем асимптотнческую 
формулу для интеграла в виде суммы вкладов точек мак- 
симума. При изложении метода перевала основной зада- 
чей является определение свойств тех точек, которые мо- 
гут быть точками максимума на контуре, пригодном для 
применения метода Лапласа. 

Введем ряд понятий, с которыми придется работать 
в методе перевала. 

Точками перевала аналитической функции h(z) Ha- 
зовем точки, в которых h’(z) обращается в нуль. Поряд- 
ком точки перевала назовем кратность: нуля #’(2). Кон- 
цы контура будем иногда тоже относить к точкам пере- 
вала, приписывая им нулевой порядок. 

Название «точки перевала» объясняется тем, что если 
считать поверхность и = Вей(2) изображением горной 
местности, то точки, в которых #’(2) = 0, будут похожи 
именно на горные перевалы. (Эти точки обязательно бу- 
дут седловыми точками, так как гармоническая функция 
Reh(z) не может иметь ни максимумов, ни минимумов.) 

Нам важно иметь представление о характере поверх- 
ности и = Вей(2) в окрестности точек перевала. 

Лемма 1. В точке перевала з = с порядка р пере- 
секаются p+1 линий Reh(z) = Reh(c), которые раз- 
бивают достаточно малую окрестность точки #=с на 
2р--2 сектора. В p-+1 из этих секторов Reh(z) < 
< Цей (с), а в других Reh(z)>Reh(c), причем при 
обтоде по кругу такие секторы чередуются.. 

Доказательство. Если 2==с — точка перевала 
порядка р, то 


№ (с) =... = (6) = 0, №26) 520, 


Поэтому функция 


at. 


hy (2) = {h(@) — (oP 


удовлетворяет условию №1 (с) 5-0 и отображение t= 
s=h,(z) взаимно однозначно и конформно переводит ма+ 
лую окрестность точки 2 = с в малую окрестность точки 
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¢=0. Кривые, переходящие при этом в прямые 


2% д ae ь 
tm (tert? =0,k=1,2, ... p+1, являются анали- 
тическими кривыми, делящими окрестность точки 2 =с 
на 2p + 2 сектора. 7 

Но h(z)—h(c) = €?*!, так что на построенных кри- 
вых мы имеем Re(h(z)—h(c)) =0. В секторах, заклю- 
ченных между отрезками построенных И? переходя- 
т — 1 
щими в лучи arg ¢ == ЭРЕБЛ И агрб = Teg (k = 0,1, 
2,..„ DP), мы имеем Re h(z) Ss REAL. | a ie остальных 
Вей (2) < Вей (с). Лемма доказана. 

Линиями наибыстрейшего спуска для функции h(z) 
мы назовем кривые, вдоль которых Пи #(2) сохраняет 
постоянное значение. Под линией наибыстрейшего спу- 
ска, выходящей из точки 3 == Zo, мы будем понимать ту 
часть этой кривой, на которой Ве#(=) < Reh(z). 

Теми же рассуждениями, что и в лемме 1, мы легко 
докажем следующее утверждение. 

Лемма 2. Из точки перевала порядка р выходит 

р--1 линия наибыстрейшего спуска. В каждом секторе, 
oe Re h(z) < Вей(с), проходит ровно одна линия наи- 
быстрейшего спуска. 

Линии Imh(z)=const получили название линий 

наибыстрейшего спуска, так как вдоль них Вей(2) убы- 
вает быстрее, чем по другим направлениям. 

Рассмотрим основные задачи метода перевала на ин- 
тегралах вида 


F(t)= Ф (2) ед, . t> {+ о. (1) 
с 


Выберем контур С таким образом, чтобы к интегралу 
можно было применить метод Лапласа. Выяспим, каким 
условиям должен удовлетворять такой контур. Если кон- 
тур выбран и Вей(2) достигает максимума на нем в точ- 
ке 2=20, TO асимптотическая формула, полученная ме- 
тодом Лапласа, будет иметь вид F(t) ~ At™e™@, Это 
значит, что, слегка деформируя контур, мы не сможем 
получить новый контур, на котором наибольшее значе-, 
ние Вей(2) было бы меныше, так как тогда уже грубая 
- оденка интеграла’ противоречила бы асимптотической 
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формуле. Таким образом, контур, пригодный для приме- 
нения метода Лапласа, должен удовлетворять условию: 

(А) При любой малой деформации контура наиболь- 
шее значение Ве №(2) на контуре не уменьшается. 

` Заметим, что контур, удовлетворяющий условию (А), 
вообще говоря, не обязан существовать. Может оказаться, 
что наибольшее значение функции Вей(2) на контуре 
можно сделать тем меныше, чем ближе взять контур к 
особой точке ф(2) или A(z). Это означает только то, что 
к такому интегралу метод перевала неприменим, или, 
иными словами, что асимптотическое поведение интег- 
рала определяется не точками перевала, а особыми точ- 
ками подинтегральной функции. С примерами подобного 
рода мы встречались в применениях теории вычетов. 

Дадим важный критерий того, что контур удовлетворя- 
ет условию (А), введя предварительно еще одно понятие. 

Будем говорить, что контур проходит через точку 
перевала, если в окрестности этой точки он лежит в двух 
различных секторах, в которых Reh(z) < Вей(с). Это 
соответствует тому, что путь на поверхности и = Вей(2), 
изображенный контуром, действительно ведет через 
перевал, а не просто поднимается на перевал, а потом 
спускается обратпо в ту же сторону. 

Теорема 1.6.1. Для того чтобы контур С удовае-` 
творял условию (А), необходимо и достаточно, чтобы 
наибольшее значение Reh(z) на С достигалось в конце 
контура ‘или в точке перевала, через которую проходит 
контур С. 

Доказательство. Достаточность следует из того, 
что малой деформацией контура С мы не можем умень- 
шить наибольшее значение Reh(z) в точке перевала, че- 
рез которую проходит контур С (географически это озна- 
чает, что путь через перевал самый низкий), а значение 
Reh(z) в конце контура вообще не меняется при дефор- 
мации контура. 

Необходимость следует из того, что если контур не 
проходит через перевал, то он расположен, говоря геогра- 
фически, на одном склоне горы, и мы’ всегда .можем 
немного опустить его вниз по склону. . } 

Если мы имеем интеграл вида (1) и контур С удов- 
летворяет условию (А), то этот контур уже совсем про- 
сто преобразовать к виду, пригодному для применения 


5 М. А. Евграфов 


66 ГЛ. 1. МЕТОДЫ ПОЛУЧЕНИЯ АСИМПТОТИЧЕСКИХ ОЦЕНОК 


метода Лапласа. При этом точками максимума будут 
точки перевала, через которые проходит контур, или кон- 
цы контура, Для этой цели нам нужно только все части 
контура, кроме небольших окрестностей точек перевала 
и концов контура, опустить ниже уровня наибольшего 
значения, а в этих окрестностях повести контур по ли- 
ниям наибыстрейшего спуска. Интеграл по линии наи- 
быстрейшего спуска допускает оценку методом Лапласа, 
так как на линии наибыстрейшего спуска функция 
ImA(z) сохраняет постоянное значение, т. е. аргумент 
функции e постоянен. 

Интеграл по малой окрестности точки максимума, т. е. 
вклад точки максимума, нам естественно назвать теперь 
вкладом точки перевала. Понятие вклада точки перевала 
определено, когда нам дан контур, проходящий через эту 
точку перевала, или, что то же, когда заданы два секто- 
ра, в которых Вей(2) < Вей(с). Вклад точки перевала 

` вычисляется обычными для метода Лапласа приемами. 

Приведем формулы для вклада точки перевала или 
конца контура в интеграл вида (1) в двух ‘наиболее упот- 
ребительных случаях. 

Если 2 == с — начало контура и h’(c) == 0, то функ- 
ция V,(t) (вклад точки 2 =с в интеграл (1)) имеет 
асимптотический ряд . 

ы oO 
У, (В = е"® У па, 7 tc, (2) 
: n=0 
или (если предположить ф(с) 520 и ограничиться пер- 
вым членом) 


Я т, (0) 4 Ф (6) ete) 


h’ (©) 4 ome Sy 


Коэффициенты в формуле (2) находятся из разложения 


a ани" = 9 (6 + H(u)) $ (м), 


где функция p(w) определена уравпением 
A(c+(u)) =h(c)—u, (0) =0. 


Стоит особо подчеркнуть, что формулы для вклада не 
меняют своего вида в зависимости от argt, 
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Если 2==с- точка перевала первого порядка, то 
функция V(t) (вклад точки 2 ==с в интеграл (1)) име- 
ет асимптотический ряд 


в NV 71 Ben 
т.0= V= Ре Урана, += (4 


или (если предположить ф(с) == 0 и ограничиться пер- 
вым членом) 


an eth ), г 
уе Vay ele, tee 6) 
Коэффициенты в формуле (4) находятся из разложения 


Хан = (e+ фи) $, 
ns 
где функция {$ (и) определена уравнением 


het plu)) =hle)—w, 400) = 0, Q=V— Ти. 


Для корня в формулах берется тот или иной знак в 
зависимости от направления контура. Более точно, 
агс /—#№”(с) берется равным углу между положитель- 
ным направлением действительной оси и направлением 
касательной к контуру, идущему в окрестности точки 
перевала по линиям наибыстрейшего спуска. 

Заметим, что, хотя вид формул для вклада точки пере- 
вала не меняется в зависимости от argt, это еще не зна- 
чит, что асимптотическое поведение интеграла (1) долж- 
но быть одним и тем же при различных аго $. Дело в том, 
что различным arg? могут отвечать различные кодтуры, 
удовлетворяющие условию (А). 


Основной результат, которым. мы часто будем поль- 
зоваться, состоит в следующем. 

Теорема 1.6.2. Если мы имеем конечный контур С, 
целиком лежащий в области регулярности функций @(z) 
и h(z), и наибольшее значение Reh(z) на С доётигается 
в точках перевала, через которые проходит этот кон- 
5* 

> 
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тур (или в его концах), то асимптотическое поведение 
интеграла (1) при t---+ 00 дается суммой вкладов этих 
точек перевала (или концов контура). 

Доказательство. Прежде всего мы слегка де- 
формируем контур С, чтобы наибольшее значение Ве h(z) 
на нем достигалось только в точках перевала или в 
концах контура. Это всегда возможно в окрестности каж- 
дой точки, отличной от точки перевала, а для доказатель- 
ства возможности такой деформации в целом следует 
применить лемму Гейне — Бореля о конечном покрытии. 
В окрестности точек перевала и концов контура, в кото- 
рых достигается наибольшее значение Reh(z), мы мо- 
жем повести контур по линиям наибыстрейшего спуска. 
После этого интеграл по полученному контуру разбивает- 
ся на сумму интегралов по окрестностям точек с нап- 
большим значением Вей(2) и на интеграл по оставшейся 
части. Интегралы по окрестностям. дают сумму вкладов, 
а интеграл по оставшейся части экспоненциально . мал. 
Теорема доказана. 


Доказанная теорема легко переносится на. случай, 
когда ¢ стремится к бесконечности уже не по прямой, 
а в некотором угле. 

eopema 1.6.3. Пусть имеется конечный контур С, 
целиком лежащий в области регулярности @(z) и h(z), 
и наибольшее значение функции Re{e*h(z)} на С при 
любом 8, 6 <090= 62, достигается в одной из точек пе- 
ревала, через которые проходит этот контур. Тогда 
асимптотическое поведение интеграла (1) при too, 
0: Sargt = 0», дается суммой вкладов этих точек пе- 
ревала. 


Для интегралов более общего вида можно, каки в 
методе Лапласа, ввести понятие радиуса влияния точки 
перевайа и соответствующее понятие вклада точки пере- 
вала. К сожалению, для интеграла общего вида, постро- 
HB контур с наибольшим значением Reh(z, t) в точках 
перевала, мы, вообще говоря, не можем` утверждать, что 
асимптотическое поведение интеграла определяется сум- 
мой вкладов точек перевала. Причина этого в том, что 
при увеличении { число точек перевала может увеличи- 
‚ваться и может оказаться, что вкладами точек перевала, 
значения Re h(z, t) в которых меньше наибольшего, нель- 
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зя пренебречь. В болыпинстве случаев от этой трудности 
можно освободиться, сведя подходящей заменой пере- 
менной наш интеграл к виду (1) с фупкцией ф(2), зави- 
сящей от t, но слабо. 


Вообще, следует отметить, что получение методом пе- 
ревала асимптотических формул для интегралов более 
общего вида, чем вид (1), принципиально мало отличает- 
ся от той же задачи для интегралов вида (1), но ‘требует 
более высокой техники оценок. Эту технику можно при- 
обрести, только решив самостоятельно ряд достаточно 
сложных задач. Мы не преследуем цель дать читателю 
возможность освоить такую технику и поэтому ограни- 
чимся разбором сравнительно простых задач, освещаю- 
щих лишь основные прииципиальные вопросы метода. 
Желающим ознакомиться с ‘техникой применения метода 
перевала более подробно можно рекомендовать обратить- 
ся к кните Н. Г. де Брейна «Асимптотнческие методы в 
анализе», ИЛ, 1961 г. 


Пример 1. Найдем асимптотическую формулу для 
функции Бесселя J,(t) при too и при любом целом 
неотрицательном 5. 

Функция Бесселя J,(t) может быть определена пн- 


тегралом 
| 1 
ве 
( = —s—1 


J, (t) = | е 2 dz. (6) 


В 


rol 


Отсюда легко получить и разложение в ряд по степе- 


HAM # 
де 
Js (1) at 2 ) ni ($ п)!* 


Для получения асимитотической формулы применим 


1 
метод перевала. Положим @(z) = 2 *1,Й (z)= + 2 —=} 


а в качестве контура С возьмем окружность |2| =1. 
Точками перевала являются 21 =i uw 22 = — При лю- 


д Я 1 
бых 0 наибольшее значение функции Ве fr 2 | — =) = 
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= — sin@sin@ (ф = argz) на окружности |2| = 1 дости- 
гается в одной из точек перевала. Поэтому согласно тео- 
реме 1.6.3 асимптотическое поведение J,(t) при #-— со 
дается суммой вкладов точек перевала 21 = {И 22 = —& 
т. е, асимптотический ряд таков: 


* Е 
4 or te Sut) = 7 
= (it) *e = a,t "+ 


—- рые) < 


+ (—it) 2 р bt") (7) 


{> alt 
(для (it) и (— it) ? берутся главные значения; неодно- 
значность главного значения при отрицательных значе- 
ниях if uw —Й не играет роли, так как тогда соответст- 
вующие слагаемые экспоненциально малы). 

Если ограничиться главными членами этого асимпто- 
тического ряда и предположить # лежащим в угле 
ат {| <a—n, n> 0, то мы получим более простую 
асимптотическую г 


Е = {eos(t— 9—9) + 0(+-}} (8) 
1-ю, Павии. 


Пример 2. Найдем асимптотическое поведение пря 
{— oo функции 


тде С — бесконечный контур, начинающийся в угле 
л Е л 
ная ага < — -5 M кончающийся в угле —- <агЕ < 


=" . 
При = + п < [48 2|<5- — пт, < 1 в имеем 


Re = ЕР cos (3 arg 2)< — Lp В sin 3". 
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так что интеграл сходится при всех комплексных ¢ и 
представляет собой целую функнию. 

Для получения асимптотической формулы применим 
метод перевала. Если argt фиксирован, то заменой 
z=€|¢|'/: мы можем привести интеграл к виду (1). Это 
даст возможность применить теорему 1.6.2, а также по- 
лучить асимптотические ряды для вкладов точек перева- 
ла, Таким образом, остается лишь построить контур, на 


котором наибольшее значение Re{= +=] достигается в 


точке перевала. 

Рассмотрим сначала случай, когда [ага (—1) | <x—n, 
1>0. Точек перевала две: 21 (#) =V —tuz,(t)=—V—t 
(для корня берем главное значение). Попробуем взять 
в качестве контура вертикальную прямую, проходящую 
через точку 21 (#). На этой прямой имеем 2 =Y—t+iy, 
—©<<у<®,и 


Ве [3- + at} - 3 Ret V—i— y*ReV =. 


23 
Таккак Ве И— #> 0, то наиболынсе значение Ве (3- + st) 


«| 


Ha нашем контуре действительно достигается при у = 0, 
т, е. в точке перевала 2 == z(t). Поэтому мы можем при- 
менить теорему 1.6.2. (Хотя контур и бесконечный, но 
нетрудно убедиться, что интегралом по части его, лежа- 
щей вне круга с центром в точке перевала и радиусом 
порядка У|{|, можно пренебречь.) 

С помощью замены 2=Е(И— н применения фор- 
мулы (4) для вклада точки перевала мы легко получаем 


асимптотический ряд 
ni 
. РЕ vay 
(—12 4 2, =a 
Qn (t) ¥ = &* Saya 
ы 2ул rom, 
t-> oo, а 


Здесь коэффициенты a, определяются формулами 


a, = fot a tw + 4)? 
ao о, Dk вн 
kl 2 dw и 


Ир==0 
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Если значения # близки к действительным положи- 
тельным, TO наша асимптотическая формула перестает 
быть верной, так как к нашему контуру приближается 
вторая точка перевала и ее влиянием уже `нельзя прене- 
бречь. 

Чтобы получить асимптотическую формулу для #— co, 
jargt| < 1, построим контур несколько более сложным 


23 
образом. Рассмотрим поведение Ве (=- + -t) на прямой 
ma 
z=iVt+ye*,—o<y<oo (для Vt берется главное 
значение). Имеем . 


3 \ = * a 
(> +=) == Re (it Vi) -+4 = yetale! vi), 


um 


Аналогично на прямой 2 = —iVt+ ye 9, 0 <у< о, 
имеем 
а $ ой 
Ве (+=) = — Rew V7) ~ № — уве (yi), 
% « 3 
Функция — * — ay? имеет максимум при у = 0 и отри- 


цательна при у > —3a. Поэтому, взяв конт состоящий 
к 1 ’ 
Ви mi 


W741 6 “VW в: 
из отрезков прямых2 = ИЁ-- уе uz=—iVt+ye 8, 
лежащих направо от их точки пересечения, мы получим 
(при, достаточно малом м), что наибольшее значение 


ве (3- + it) достигается в одной из точек перевала. (За- 


метим, что после замены 2= ИТ контур становится 
почти независимым от $.) 

По теореме 1.6.2 асимптотическое поведение Q,(t) 
дается суммой вкладов обеих точек перевала. Ограничи- 
ваясь главными членами асимптотических рядов, прихо- 
дим к формуле 


> = [2 В я: =)+0(7} 


й 
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До сих пор мы не касались одного чрезвычайно важ- 

-' Horo вопроса. Именно мы не говорили о TOM, на основа- 
нии каких соображений можно. выбирать точки перевала, 
через которые нужно вести контур. Об этом еще будет 
идти речь в $ 3.1 (для интегралов специального вида). 


ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К $16 


1°. Пусть №(2, #) — многочлен от 2, степень которого не зависит 
от параметра t, и контур С составлен из двух линий наибыстрей- 
шего спуска, выходящих из точки перёвала 3 == c(t), Если при 
всех f, лежащих в некоторой бесконечной области С. точка пере- 
вала 2 == c(t) имеет нервый порядок и при любом 4.> 0 в круге 


1 


я 2 
[2 —е (< Ай, (c(t), t)] “2 [tl] >t (a), tee 
нет других точек перевала, то 


[нее Г an r¢e(t),.t) 
ed dz > =o t ‚ tea. 
‚| | ie (0 (0,9 i ER es 


Cc 


2°. Пусть аналитическая функция h(z) регулярна в некоторой 
бесконечной области D, а ее производная h'(z) однолистна в D. 
Предположим, что при любом А > 0 


1 


в (2—1 (0, 1+ 76D, LED, (1-1 < АВ", 


Предположим еще, что для t, лежащих в некоторой бесконеч- 
нои области G, выполняются условия: 

1. При достаточно болыпих # уравнение #’(2) = { имеет в 
области D решение 2 = c(t) (такое решение может быть толь- 
хо одно). 

2. При достаточно больших Ё = С контур С (зависящий от #)} 
лежит в D и составлен из частей линий наибыстрейшего спуска, 
выходящих из точки перевала 2 = c(t). 

3. При любом A> 0 и при || > (A), te ©, круг |s—e(t) |< 
<= 4?” (с(1))|-* не содержит концов контура С и целиком лежит 
в области 2. 

Показать, что 


2п ; 
—h(z)-f2t ей acelt))He(t) 
fe +2! ge V rome 1 tro, 1ев. 
с 
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3°. Положим 
оо 
— =} = n 
exp [++ Sau ay = > 4,2" 


Показать, что 


14-0 (1) 


п" Г. 
Ут (2лп) 2" 


а 


Глава I] 


КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 
И ГАРМОНИЧЕСКАЯ МЕРА `. 


$ 2.1. Предварительные сведения 


Во многих конструкциях теории целых функций иг- 
рают существенную роль конформные отображения тех 
пли иных областей. Чаще всего приходится иметь дело 
с отображениями областей, аналогичных углу — на угол, 
или областей, аналогичных полосе — на полосу (так, что- 
бы бесконечность переходила в бесконечность). При ис- 
следовании асимптотического поведения подобных кон- 
струкций естественно возникает необходимость получения 
асимптотических ‘оценок для конформных отображений 
вблизи бесконечности. Методам получения таких оценок 
и посвящена настоящая глава. 

Мы начнем с того, что напомним ряд’ хорошо извест- 
ных фактов из теории аналитических и гармонических 
функций. 


Пусть функция f(z) регулярна или мероморфна в об- 
ласти D комплексной плоскости. 

Функция f(z) называется однолистной в области, если 
она принимает различные значения в различных точках 
этой области, 

Функция f(z) называется однолистной в точке, если 
она однолистна в некоторой окрестности этой: точки. 

Очевидно, что функция, однолистная в области, одно- 
листна в каждой точке этой области. Однако пример 
функции f(z) = е' показывает, что существуют функ- 
ции, однолистные в каждой точке области и не орон 
ные в области. 

Если функция }(2) регулярна в точке а = со, то для 
ее однолистности в этой точке необходимо и достаточно, 
чтобы f’ (а) э2 0. 

Конформным отображенивм области D называется 
отображение, совершаемое функцией w= f(z) Mepo- 
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морфной и однолистной в этой области. Образом области 
D при конформном отображении и == f(z) является мно-` 
жество С, состоящее из значений, принимаемых функ- 
цией f(z) в области О. Известно, что множество С также 
является областью. 


Основополагающим результатом теории конформных 
отображений является хорошо известная теорема Римана: 

Если О — односвязная область, граница которой со- 
держит более одной точки, то существует функция f(z), 
конформно отображающая область D на круг |ш| < 1. 
Функция f(z) определяется единственным образом, если 
задать точку а области D, переходящую в центр круга, 
и величину 0 = arg f’ (а). | 

Пусть w = f(z)— какое-либо конформное отображе- 
ние области D на единичный круг, а 2 = @(w) — обрат- 
ное отображение. Вообще говоря, функция f(z) не onpe- 
делена на границе области О, а функция p(w) не опре- 
делена на единичной окружности. Однако при некоторых 
дополнительных условиях на область D эти функции 
можно доопределить. Об этом говорит следующая хорошо 
известная теорема, посящая название принципа соответ- 
ствия границ: 

Если область D ограничена простой замкнутой кри- 
вой, то конформное отображение области D на круг 
Jw] <1 можно продолжить до непрерывного и взаимно 
однозначного отображения замыкания области D на круг 
Jw] < 1. 

Иными словами, функияю f(z) можно рассматривать 
как непрерывную функцию в замыкании области ‘ШО, 
а p(w) — как функцию, непрерывную в замкнутом кру- 
ге |w| <4. 


Если функция € = f(z) конформно отображает об- 
ласть О: на область Do, а функция ш = #(5) конформно 
отображает область Dy на область Оз, то функция ш = 
= g(f(z)) очевидно конформно отображает область D; 
на область Оз. Поэтому из теоремы Римана следует су- 
ществование конформного отображения одной односвяз- 
-ной области на другую, если границы этих односвязных 
областей содержат не менее двух точек каждая. `По той 
же причине принции соответствия границ сохраняет сй- 


$ 24. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ _ 77 


лу и для отображения друг ua друга любых односвязных 
областей, ограниченных простыми замкнутыми кривы- 
ми. Более того, принцип соответствия границ легко рас- 
пространяется и на отображения многосвязных областей, 
так как функция, конформно отображающая друг на 
друга две многосвязные области, отображает и любые 
односвязные части этих областей. ‘ 


Для отображения областей, ограниченных простыми 
замкнутыми кривыми, имеется большее разнообразие в 
способах выделить единственное отображение. Чаще все- 
го используются следующие два способа: 

1. Задается образ одной внутренней точки области D 
и образ одной ее граничной точки. 

2. Задаются образы трех граничных точек области О. 


Одним из осповных методов исследования задач, свя- 
занных с конформными отображениями, является сведе- 
ние этих задач к решению задачи Дирихле для гармо- 
пических функций. Мы изложим ниже ряд довольно хо- 
рошо известных результатов о решении залачи Дирихле, 
HO сначала папомним нокоторые элементарные сведения, 
относящиеся к гармоническим функциям. 


Согласно определению функция и(х. у) называется 
гармонической в области О, если она имест непрерывные 
частные производные второго порядка п удовлетворяет 
уравнению Au(z, у) =0 в каждой точке этой области. 
Здесь А — оператор Лапласа для двух переменных, т. е. 


oy > 

Hetevmntoncins и мнимая часть аналитической функ- 
ции являются гармоническими функциями и, обратно, 
каждую гармоническую в односвязной области функцию 
можно представить, как действительную или мнимую 
часть функции, аналитической в’этой области (мы не 
будем проводить различия между комплексной перемен- 
ной 2 и парой действительных переменных хи у). 


. Основные формулы, относящиеся к гармоническим 
функциям, выводятся из хорошо известной формулы 
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Грина — Остроградского 


P (x,y) dx + Q(x, y) dy ={ \ (22 ore 22) dee dy 
D 


В 
6D 


(на условиях справедливости этой формулы мы не Oy- 
дем останавливаться, хотя нам будут нужны довольно 
сильные результаты; их можно найти в хоротпих учебни- 
ках анализа или в моей книге «Аналитические функ- 
ции»). Обычно используется частный случай приведен- 
ной формулы, носящей название формулы Грина 


\‹ = \ae 30 BY a dy + | Гера 
(1) 


Мы будем пметь дело с областями, ограниченными ку- 
сочно-гладкими кривыми, и потому направление внешней 


9 
нормали п (а значит, и дифференцирование Jr по этому 


направлению) определено на всей границе области за 
исключением конечного числа точек. Через ds в форму- 
ле (1) обозначен дифференциал длины дуги кривой ин- 
тегрирования. 

Пусть функции и и © гармоничны в области D и не- 
прерывно дифференпируемы в ее замыкании. Тогда из 
формулы (1) нетрудно вывести формулу 


д д 
ово. (2) 


6D 


В частности, при v=! имеем 
ie ds = 0. (3) 


bp” 
Пусть (20, Yo) — какая-либо точка’ области D, а 


r=V(e— a) + YW) 


Нетрудно убедиться, что функция In; является гармони- 
ческой во всей плоскости за исключением точки (Zo, Yo). 
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Из формулы (1) легко выводится формула 


д 6и 
{ (ше Snr) ds = . 


6D 
= 2ли (Lg, Yo) + | [ли. Inr dz dy, 
D 
(4) 
которая для гармонической функции и принимает вид 
91 д 
{ (u DE ae r) ds = Эли (zy, у). (5) 


oD 


Возьмем в качестве области О) круг К» c центром 
(то, yo) и радиусом В. Тогда мы получим для гармони- 
ческой функции и равенство 


4 
и (то, Yo) = aR | и 45. (6) 
ака 


Для произвольной (негармонической) функции и мы 
также можем получить из формулы (4) равенство 


и (то, и) = TER | ша 2 {in ®-audedy, (7) 
oKp Kp 


Формулу (6) для гармонических функций можно за- 
менить следующей равносильной словесной формулиров- 
кой: 

Среднее арифметическое значений гармонической 
функции на любой окружности равно ее значению в цент- 
ре круга. 

Эта теорема носит название теоремы о среднем. Из 
нее легко вывести один важный результат (о нем будем 
говорить еще в $ 2.3). Этот результат носит название 
принципа максимума и минимума для гармонических 
функций: 

. Гармоническая в области D функция, отличная от 
тождественной постоянной, не может принимать внутри 
области ни наибольшего, HU наименьшего значения. 
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Отметим, что принцип максимума и минимума не 
° требует никаких предположёний о границе области D 

или о поведении гармонической функции в замыкании 
этой области. 

В дальнейшем для упрощения записи мы будем за- 
писывать гармоническую функцию и(х, у) символом 
и(т- 1). Это позволит нам иметь дело не с действи- 
тельной плоскостью (х, И), а с комплексной плоскостью 2. 


Перейдем к обсуждению задачи Дирихле. 

Простейший вариант задачи Дирихле для гармониче- 
ских функций состоит в следующем. Пусть на границе 0D 
области D задана непрерывная функция ф(5). Требуется 
найти функцию и(2), гармоническую в области D и не- 
прерывную в ее замыкании, совпадающую с функций ф(5) 
на границе области О. 

Из принципа максимума и минимума для гармониче- 
ских функций немедленно вытекает, что простейший Ba- 
риант задач Дирихле имеет не более одного решения. Од- 
нако вопрос о существовании хотя бы одного решения 
существенно сложнее. Для односвязной области D сущест-” 
вование решения задачи Дирихле можно вывести из тео- 
ремы Римана и, наоборот, из существования решения за- 
дачи Дирихле можно вывести теорему Римана. Мы при- 
ведем (без доказательства) один из наиболее обычных 
результатов о существовании решения задачи Дирихле. 
Однако нам будет удобнее привести результат, относя- 
щийся не к простейшему варианту, а к несколько более 
общему. 

Обобщенная задача Дирихле состоит в сле- 
лующем. 

Пусть на границе 6D области D задана ограниченная 
функция ф(б), имеющая не более счетного числа точек 
разрыва. Требуется найти функцию u(z), гармоническую 
и ограниченную в области D и такую, что 


u(z)—> 9 (5), 2+, ED, LE 0D, 
в каждой точке 5, где функция ф(б) непрерывна. | 
Основной результат о разрешимости обобщенной зада- 
чи Дирихле таков: 
Если область D ограничена конечным числом простых 
замкнутых кривых (не вырождающихся в точки), то обоб- 
щенная задачи Дирихле имеет ровно одно решение для 
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любой функции ф(5) (обладающей свойствами, требуемы- 
ми в постановке задачи). 


Пусть область D ограничена конечным числом простых 
замкнутых кривых, а Ё — множество, состоящее из. счет- 
ного числа отрезков этих кривых. Возьмем в качестве ф(5) 
функцию, равную единице в точках множества Ё и нулю в 
остальных точках границы OD области О. Решение задачи 
Дирихле с такой функцией ф(б) мы будем обозначать 
символом 


6 (2; Е, О). 


Это решение называется гармонической мерой множества 
Е относительно области О. Следует помнить, что гармони- 
ческая мера — не число, а функция, определенная в об- 
ласти О. 


Решение задачи Дирихле с произвольной функцией 
(6), заданной на границе области D, можно написать в 
виде интеграла 


= { @(2)o(z; 45, 5). (8) 


6D 


В этой формуле мы обозначаем символом @(z; 45, О) 
главную линейную часть (при малых 45) гармонической 
меры отрезка границы области О, заключенного между 
точками 6 и 5-45. 


Мы уже говорили, что решение задачи Дирихле для 
гармоничевких функций можно использовать для иссле- 
дования вопросов, относящихся к конформным отображе- 
ниям. Однако и конформные отображения можно с успе-- 
хом использовать для решения задачи‘ Дирихле. Обычно 
использование конформных отображений опирается на 
следующий результат: 

Пусть функция w= f(z) конформно отображает об- 
ласть D на область @. Если функция и(ш) является ре- 
шением задачи Дирихле в области С с граничной функци- 
ей $(5), то функция u(f(z)) является решением задачи 
Дирихле в- области D с граничной функцией (f(t)). 


6 М. А. Евграфов 
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Пример 1. Пусть 6, < 02 < 6, + 2л. Найдем гармо- 
ническую меру дуги окружности 


y= {2=е', 0<0<0-} 


относительно круга |2| < 1. 
Нетрудно проверить, что функция 


конформно отображает круг |2| <1 на верхнюю полупло- 
скость плоскости ш, причем дуга Y переходит в отрица- 
тельную часть действительной оси. Далее, очевидно, что 


4 
функция arg и представляет собою гармоническую меру 


отрицательной части действительной оси относительно 
верхней полуплоскости. Поэтому согласно приведенному 
выше результату имеем 


в (2; y, |2|< 1) = ав Е: 


ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К $241, 


1°. Пусть область D описывается неравенством 
— © <<, P(x) Зу< $2(2), 


rye @i(z) и G2(z) — две непрерывные периодические функции с 
одинаковым периодом @, Обозначим через w(z) функцию, кон- 


Е. 
формно отображающую область D на полосу [Im w| < 5 таким 
образом, что 


Ве w (2) — + <, ‘  Rez~to, 


Доказать, что функция w’(z) периодична с периодом ©. 

2°. Пусть функция (2) конформно отображает один прямо- 
угольник на другой таким toa что вершины переходят в вер- 
шины. Доказать, что функция w(z) линейна, а прямоугольники — 
подобны. 

3°. Пусть О — область, ограниченная простой замкнутой кри- 
ВОЙ, a 21, 22 И 23 — три фиксированные точки на ее границе. Обозна- 
чим через (2) функцию, конформно отображающую область D 
на прямоугольник 0 < Веш < 1, 0< ми < >, и переводящую 
ТОЧКИ 2, 24 и #з в вершины 0, 1 и ik прямоугольника. ` Доказать, 
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что при изменении величины А от 0 до + со прообраз четвертой 
вершины прямоугольника монотонно движется по границе облас- 
ти D от точки 22 К точке 23. 

4°. Пусть р — область, ограниченная конечным числом глад- 
ких замннутых кривых, а $(5) — непрерывная действительная 
функция, заданная на ее границе. Обозначим через А множество 
действительных функций и(2), непрерывных в области D и рав- 
ных ф(&) на ее границе. Предположив, что в классе А есть ‘хотя 
бы одна функция ио(=), для которой интеграл 


SS (BY + Gene 


конечен, доказать, что наименьшее значение J(u) достигается для 
решения задачи Дирихле с граничной функцией ф(5). 


$ 2.2. Интеграл Пуассона 


Мы проведем сейчас более подробное исследование 
задачи Дирихле для случая, когда область О является 
единичным кругом. Мы получим для этого случая не- 
сколько более тонкие результаты по сравнению с общим 
случаем. Кроме того, наши исследования представляют 
независимый интерес, так как мы не будем опираться на 
те глубокие общие результаты, о. которых говорилось в 
предыдущем параграфе. 


Пусть #(9) — произвольная ограниченная измеримая 
функция, определенная на всей действительной оси и 
имеющая период 2л. По функции 8(0) мы определим 
фупкцию и (2) формулой, 

2n 


fe Е (0)40 
an | ТЕР —2rcos(p—O)’? *<?- (1) 


и (rei?) = 


Эта формула называется формулой Пуассона или unre- 
гралом Пуассона для круга |2| < 1. 

Теорема 2.2.4. Функция u(z) гармонична в круге 
12| < 1. Если функция #(0) непрерывна в точке 0 = 0’, 
то u(z)—>g(0’) когда точка 2 стремится к точке е*’, ocra- 
ваясь в круге |2| < 1. 

До казательство. Введем обозначение 


а 8 ( нех 
К (ге, 0) ау PO) 
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Из равенства 


Lor? R 18 1 pel? 
TF Pease ie 


видно, что функция К (2, 0) является гармонической функ- 
цией 2 в круге |2| < 1, как действительная” часть pery- 
лярной в этом круге функции. Поэтому и функция w(z), 
получаемая интегрированием по параметру @ гармониче- 
ской функции K(z, 6), гармонична в том же круге. Пер- 
вое утверждение теоремы доказано. 

Для доказательства второго утверждения мы заметим 
сначала, что для г < 1 имеет место формула 


р 


1—r 49 
au! 1 +r? —3rcos (ф — 0) 
0 


re (2) 


легко доказываемая непосредствепным вычислением ин- 
теграла (например, с помащью вычетов). В силу этой 
формулы имеем : 


dé. 


ou 

в < (0) — 2 (9) 

и (ret?) — в ($) = on | ieee 
0 


Поскольку интеграл от периодической функции по пери- 
оду не зависит от места, с которого начинается интегри- 
рование, можно написать 


л 
| 4 — г g(pta)—g(q) ° 
и (rei?) — g ($) OR 4 ЧЕН т 


Возьмем произвольное число 6, 0 < 6 <л и разобьем 
промежуток интегрирования на три отрезка: — 6 <a <6 
-иб = |a| <x. Введем обозначения 


1 (5, $) = sup 8 Фо) — (9) М = sup| g(a) | 
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Для интеграла по отрезку (— 6, 6) имеем оценку 
8 
{—r? es а 


2m 1-- г? — 276005“ 


«| < 8 


a 


i= __@ 
n(5, 9) -S | ява S108, 9), 
5 


а для суммы интегралов по двум оставшимся отрезкам 
легко получаем неравенство 


ИИ Е a of <. Mays Me. 
Поэтому 

_[w(ret) — 8 (915 (5,6) + 2M AE, (3) 
floseenaly 


(6, 9) + |8 (9) — g(0’) | < 2n(6 + |p —6'], 0) 
мы выводим из (3), что 


|u (ree) — 5 (092619 — 91,0) + AME (4) 


Если 0’— точка непрерывности функции g(8), то 
, ^^ ‚ 4 = 
y(e, 0’)—0 при 2—0. Поэтому, положив в (4) 6= 
Е 
= (1-—1?)", мы легко получим второе утверждение тео- 
ремы. 
Замечание. Если для риниви #(0) имеют место 
неравенства 


m<g(s)<M, Ho <b <t+o, 


то из формулы (2) легко вывести справедливость нера- 
венств 


т <и(2) < М, р м <1. 


Из доказанной нами теоремы вытекает, что интеграл 
Пуассона дает решение обобщенной задачи Дирихле в 
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круге |24 < 1 с граничной функцией ф(е®) = g(6). 
(Единственность решения требует отдельного доказатель- 
ства. Мы дадим это доказательство в следующем пара- 


графе.) ‘ 


В связи с теоремой 2.2.1 естественно возникает вопрос 
о поведении интеграла Пуассона вблизи точек разрыва 
функции #(9). Следующая теорема в значительной мере, 
отвечает на этот вопрос. 

Теорема 2.2.2. Мусть функция 8(0) имеет в точке 
6 = 9’ разрыв первого рода и 


А+= lim g(0), А-= lim (0). 
9-6’ +0 9-60 


Тогда функция 


и (2) = и) + "А arg (2 — e'®’) 


(‹ качестве arg(z—e) выбирается произвольная ветвь 
этой многозначной функции, непрерывная в круге |z| < 
< 1) стремится к некоторому пределу при ze’, 

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную 
функцию 5* (6). При 60’ —л<0=6’-л мы определим 
ее равенствами 


g* (07) =0; в* (0) =&(0) —А-, w—n<A<Ay 

g* (8) = ¢ (0) — А+, воза, 

а затем периодически продолжим на всю действительную 

ось. Легко видеть, что функция g*(0) непрерывиа в точ- 

ке 0 == 6’. Обозначим через и*(2) интеграл Пуассона, по- 

строенный по функции 5*(0). С помощью формулы (2) 
нетрудно убедиться, что 


u* (2) = u(z) — At + " 


чм ae 
++ — AM) J 1+ r? — ar cos (p— 0) 
’_п 


(здесь, как обычно, 2 = re). Поскольку 


_ a 
aie! ReS, ++ = 21m —1, 


te 
41+ г? — 2r cos (p — 0) = eg ef, 
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мы легко находим, что 


6, 8 
iar § eee tm a(e) 4 8 
2л 1+r?—2rcos(¢—6) яп И 8; 2 
0’—л 9'—х 


ier, 
ee Atm ше = 
Л е 


2 wy 


eS + + + arg {= — e#8) — arg (z+ 21°’), 


где у — некоторое целое число (в этих формулах для ло- 
тарифма выбирается ветвь, регулярная в круге |2| < 1 
и равная нулю при 2 = 0, а для аргументов — любая па- 
ра ветвей, непрерывных в круге | < 1; число v опреде- 
ляется выбором этой пары ветвей). Отсюда мы получаем 
для функции и;(2), введенной в формулировке теоремы, 
выражение 

ВЕ 
u, (2) = ut (2) А 


arg (z + ei@’) + 
1 
+ 5 Att 2. (4+ — A). 


Поскольку функция g*(G) непрерывна в точке 0 = 0’, 
функция и*(2) по теореме 2.2.1 имеет предел при ze’, 
Остальные слагаемые выражения для и1(2) очевидно 
также имеют предел. Теорема полностью доказана. 


Заметим, что вычислить предел, к которому стремит 
4 
ся функция и; (2), не составляет труда. Он равен Att 


+ 2v’.(A+— А-), rye у’ — некоторое целое число, зави- 
сящее от выбора ветви аргумента. . 


В качестве применения доказанных теорем мы рас- 
смотрим сейчас вопрос о поведении производной конфор- 
много отображения вблизи границы отображаемой обла- 
сти. Без особого ограничения общности можно ограни- 
читься лишь отображениями односвязных областей. 

Пусть D — конечная односвязная область комплексной . 
плоскости и, ограниченная простой замкнутой кусочно- 
гладкой кривой С. Как обычно, мы считаем направление 
кривой С положительным по отношению к области О, т. е. 
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при движении по кривой С область D должна оставаться 
слева. Обозначим через w(z) какую-либо функцию, кон- 
формно отображающую круг |2| < 1 на область D. Сог- 
ласно принципу соответствия границ эту функцию можно 
считать определенной и непрерывной в замкнутом круге 
|2| < 1.-Ясно, что уравнение 


w= ш (2), 0<0<2л 


можно рассматривать как параметрическое уравнение 
кривой С. 

Мы определим сейчас некоторую функцию #(0), 
значения которой равны углу наклона касательной кри- 
вой С в точке ш(е°) к действительной оси, если точка 
w(e’) не является угловой точкой кривой С. Трудности 
определения связаны C неоднозначностью в выборе ана- 
чения угла. , ео 

Сначала дадим определение функции #(0) на каком- 
либо отрезке, не содержащем угловых точек кривой С. 
Выберем произвольную точку 9 из этого отрезка и поло- 
жим с 


й (6%) = arg т (9), 


где т(0) — комплексное. число, совпадающее с единичным 
вектором касательной к кривой С в точке ш(е*®). Ясно, 
что величина № (90) определяется с точностью до слагае- 
мого 2лу, где у — целое число. Той же формулой мы оп- 
ределим величину A(8) и для любой другой точки отрез- 
ка. Дополнительное условие непрерывности, наложенное 
на функцию #(0), позволит нам определить функцию 
# (0) единственным образом по выбранному значению й (60). 
Чтобы окончательно определить функцию #(0) на 
всей действительной оси, мы должны теперь задать усло- 
вия на ее скачки в угловых точках кривой С. Мы потре- 
буем, чтобы величина скачка была равна @& — л, где @ — 
внешний угол области D в соответствующей угловой точ- 
ке (величина этого внешнего угла определяется единст> 
венным образом — мы считаем, что 0 < а < 2л). 
Теорема 2.2.3. Функция - 


и (2) = arg w’(z) 


„является рещением задачи Дирихле в’ круге |z| <1 для 
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граничной функции 
@ (e) = в (0) -0—5, 0<0<o2n. 


(Как функция (6), так и функция и(2) определяются 
с точностью Jo слагаемого, кратного 2п. Эти слагаемые 
должны быть согласованы.) 

Доказательство. Возьмем произвольное г > 0 и 
рассмотрим функцию 


fe (2) а w ee )— w (2) | 


=_= 


В силу однолистности функции ш (2) в круге |2| < 1 
числитель дроби, стоящей под знаком логарифма, может 
обратиться в нуль только при &==0, и значение дроби 
при 2 =0 также отлично от нуля. Следовательно, функ- 
ция fe(Z) регулярна в круге. |2| < 1. Из-принципа соот- 
ветствия границ вытекает, что эту функцию можно счи- 
тать непрерывной в замкнутом круге |2| <1. Поэтому 


функция 
(ze 
7 


и, (2) = Im fy (2) =arg— 


гармонична в круге |2| <4 и непрерывна в его замыка- 
нии. Отсюда следует, что функция и.(2) является реше- 
нием задачи Дирихле в круге |2| < Гос граничной функ- 
ццей 


р (e042) yy (ei 
Фе (21) = ge (0) = arg wee we 


Мы отмечали, что решение задачи Дирихле с непрерыв- 
ной граничной функцией единственно. Поэтому функция 
u.(2) совпадает с интегралом Пуассона, построенным по 
функции &.(9), то есть справедливо равенство 
on 
. w (zei®) — w (2) 4— By 8, (0) 40 
ae as ta ТЕР tres 


(5) 


Перейдем в равенстве `(5) к пределу ‚при = 0. В левой 
стороне мы получаем, очевидно, arg и’ (2). Для отыскания 


и 
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предела правой части равенства (5) напишем согласно 
определению 


(8) = иван) — ше") — arg ео — e} 


(для обоих членов в правой части мы выбираем непре- 
рывные по 6 ветви аргумента). Легко проверить, что 


=0+ 5+ 2лу, 


lim arg {еК0+®) — et 
e0 = 


где у — некоторое целое число. Если точка ш(е") не яв- 
ляется угловой точкой кривой С, то предел 


ith h, (8), (6) 
где 
№. (9) = arg{w(e'*) — ш(е")} (7) 


существует и отличается от h(6) на слагаемое, кратное 
2л. Это следует из того, что значение функции #, (0) 
равно величине угла, образованного положительным на- 
правлением действительной оси и секущей кривой С, иду- 
щей из точки и (е*) в точку и (е'"8+"), а предельным по- 
ложением такой секущей при =—0 является касательная 
к кривой С в точке ш(е'°). 

Ясно, что предел (6) существует равномерно по 8 на 
каждом замкнутом отрезке /, не содержащем угловых 
точек кривой С, и что этот предел.— непрерывная на / 
функция. Поэтому на каждом таком отрезке / справедли- 
во равенство | 


lim h, (9) = (0) + 2лу, (8) 
e->0 


где целое число У’ He зависит от точки отрезка Г. 
Рассмотрим теперь функцию #.(0) на произвольном 
отрезке J. Ири любом ё > 0 эта функция непрерывна. 
Введем величину V.(/), равную разности между наиболь- 
шим и наименьшим значениями функции #,(0) при 
условии, что обе точки е* и e°**) лежат на отрезке Г 
(в случае, когда = больше длины отрезка J, мы будем 
считать, что И, (1) == 0). Из геометрических соображений 
очевидно, что при уменьшении величина V,(/) не убы- 


$ 2.2. ИНТЕГРАЛ ПУАССОНА 9 


вает. На малых отрезках / кривая С мало отличается от 
своей касательной или от угла, образованного двумя ка- 
сательными в угловой точке. Поэтому при достаточно ма- 
лых отрезках / и при всех e > 0 справедливо неравенство 


07. (1) <a. 9) 


Мы установили, что предел (6) существуег для всех 
6 за исключением, может быть, конечного числа точек, 
отвечающих угловым точкам кривой С, причем на каждом 
замкнутом отрезке, не содержащем угловых точек, пре- 
дел существует равномерно по 0. Предельная функция 
определена, таким образом, для всех 0, за исключением 
угловых точек, и на каждом интервале между угловыми 
точками предельная функция отличается от #(09) на по- 
стоянное слагаемое, кратное 2л. Из неравенства (9) 
вытекает, что величина скачка предельной функции на- 
ходится в пределах от —л до л. Согласно определению 
величина скачка у функции #(09) обладает тем же свой- 
ством. Отсюда следует, что предельная функция во всех 
точках непрерывности отличается от #(0) на одну и ту 
же постоянную. 

Итак, мы установили, что 


Е, (8) +h (0) —8—-, =, 


причем стремление к пределу равномерно на отрезке 
[0, 2л] за исключением сколь угодно малых окрестно- 
стей конечного числа точек; и что 


|g (®)|<M < о, ео, 2, 
rye М — некоторое число, независящее от г. Поэтому, 
переходя в формуле (5) к пределу при e— 0, мы полу- 
чаем, что 

h(0) —6— 5 
1+ r? — 2r cos (ф— 


on 
at 


arg w’ (2) я 


5 dO + 2лх*, 


Tem самым теорема доказана, ибо мы знаем, что 
интеграл Пуассона дает решение задачи Дирихле, 
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` Заметим, что мы доказали даже немного больше обе- 
щанного — представимость функции argw’(z) интегра- 
лом Пуассона через указанную граничную функцию. Это 
различие не очень существенно, так как вскоре мы до- 
кажем единственность решения обобщенной задачи 
Дирихле. Tem не менее этот факт заслуживает упомина- 
ния, поскольку он дает нам возможность уже сейчас с 
полным основанием применять теорему 2.2.2 для иссле- 
дования отображающей функции вблизи угловых точек 
границы. 


Заметим еще, что используя те же идеи можно было 
бы при желании доказать справедливость теоремы 2.2.2 
при значительно более слабых предположениях о грани- 
це области 2. 


Теорема 2.2.4. Пусть D— конечная область, огра- 
ниченная простой замкнутой кусочно-еладкой кривой, a 
и (2) — функция, конформно отображающая круг || < 1 
на эту область. Если точка ие”) является угловой 
точкой области D, а внутренний угол в этой точке равен 
mh, OS AS 2, то величина 


arg {w" (2) (2 — ei”)! 4} 


имеет предел при 2-+e'® по любому пути, лежащему 
в круге |2| < 1. 
Доказатель ство. Согласно теореме 2.2.3 имеем 


то лФ-0 


г? |. 
2л Еятьежи-и 


arg w’ (2) = 40, 


где функция й(9) равна аргументу единичного вектора 
касательной к границе области О в точке ш(е*), если 
касательная в этой точке существует. Эта функция н6- 
прерывна на каждом отрезке,. не содержащем прообразов 
угловых точек, а в прообразах угловых точек эта функция 
имеет скачок, равный & — л, где & — внешний угол об- 
ласти D в соответствующей угловой точке, Применим 
теорему 2. В силу сказанного выше 


- А+ — A> =а—п= (1—A)a, 
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так что величина 
arg w’ (2) + (1 — A) arg (2 — е!8°) 


должна иметь предел при 2—е'’ по любому пути ле- 
жащему в круге |2| < 1. Тем самым теорема доказана, 
так как написанное выражение легко преобразуется к 
нужному виду. ь 

Стоит особо выделить случай А = 1, т. е. случай, ког- 
да точка w(e%) не является угловой точкой границы 
области D, а лежит ва гладком участке границы. 

Следствие. Пусть D и С — конечные области, каж- 
дая из которых ограничена простой замкнутой кусочно-глад- 
кой кривой, a F(t) — функция, конформно ‘отображаю- 
waa @ на О. Если гочка а и ее образ 6 = Е(а) попада- 
ют на гладкие участки границы соответствующих обла- 
стей, то величина argP’(t) имеет- предел при t-ra no 
любому пути, лежащему в области С. 

Для доказательства следствия мы представим интере- 
сующее нас отображение w= F(t) в виде w = w(E(t)), 
где $ =6({) — отображение области @ wa круг [$| < 1, 
переводящее точку Ё==а в точку 5 =1,-а ш=иш(5) — 
отображение круга |5| < 1 на область D, переводящее 
точку 5 =1 в точку ш =. В силу теоремы Римана та- 
кое представление всегда возможно. Функции, обратные 
кб (1) иш(5), мы обозначим через #(5) и z(w) соответ- 
ственно. 

По теореме 2.2.4 имеем ь 

arg t’ (5) >A, tad; 
argw’ (0) >B, cords 


(10) 


Согласно формулам дифференцирования сложной функ- 
ции и обратной функции мы можем написать 


, Е. й РИ fe 1 

YEO) =a FO =v 0 
В силу пранципа соответствия границ условие #—а по 
любому пути, лежащему в области С, равносильно усло- 
вию $—1 по любому пути, лежащему в круге |5| < 1. 
Сделав в соотношениях (10) замену 5 = C(t), мы легко 
получим, что 

arg F’ (t)+B—A, ae 


Тем самым следствие доказано, 
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Замечание. Все предположения о характере гра- 
ницы областей D u G за исключением сколь угодно ма- 
лых окрестностей точек а и Db излишни, так как мы 
можем ограничиться рассмотрением отображения функ- 
цией w= F(t) лищь малой окрестности точки $ == а. 

Заметим теперь, что случай, когда A >> 0, довольно 
просто свести к случаю 7, = 1, сделав вспомогательное 
отображение 

1 


a= (w —5). 


Результирующее отображение 
t 


a(t) = (F(t) — by" 


будет взаимно однозначно и конформно в некоторой 
достаточно малой окрестности точки t= а (точнее гово- 
ря, в пересечении этой окрестности с областью @). При- 
меняя следствие из теоремы 2.2.4, мы получаем, что 

. 


4 


arg (F’ WO НА (14) 


Возьмем в качестве области С круг |2| <1, ав ка- 
честве а — точку 2 == е9', п сравним формулу (11) сана- 
логичной формумой теоремы 2.2.4. Песложными преобра- 
зованиями мы придем к формуле 


(ту (е10" 
lr |8 сни. 68 


Проведя рассуждения, совершенно аналогичные тем, 
которые были использованы при доказательстве следст- 
вия из теоремы 2.2.4, мы получим следующий результат: 

Теорема 2.2.5. Пусть D и С -— конечные области, 
каждая из которых ограничена простой замкнутой ку- 
сочно-еладкой кривой, а (2) — функция, конформно 
отображающая G на О. Если точка : ==а и ее образ — 
точка W =6 = ш(а) являются угловыми точками грани- 
цы областей С и О с внутренними углами пи >0 u 
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п), > 0 соответственно, то величина 
{ (ш (z) — bj4 


arg | тает 


$ 
имеет предел при &—+а по любому пути, лежащему в 06- 
ласти С. 


Из теоремы 2.2.5 в сочетании с формулой (11) мы 
немедленно получаем несколько более общую форму 
теоремы 2.2.4: 

Теорема 2.2.6. `При выполнении условий теоремы 
2.2.5 величина | 3 у 


arg {w’(z) (2 —a)*"} 


имеет предел при z->a по любому пути, ый в 06- 
ласти G. 

Угловую. точку границы области с внутренним углом, 
равным нулю, мы будем называть острием. В отличие от 
теоремы 2.2.4 теоремы 2.2.5 и 2.2.6 справедливы лишь 

ля угловых точек, не являющихся остриями. Для полу- 

чения теорем более общего вида, относящихся к острию, 
нам будет удобнее рассматривать случай, когда острие 
расположено в бесконечности. 

Теорема 2.2.7. Пусть каждая из областей Du G 
ограничена на сфере Римана простой замкнутой кусочно- 
гладкой кривой и имеет в бесконечности острие. Пусть, 
далее, w(z) — функция, конформно отображающая С на: 
D так, что бесконечность переходит в бесконечность. 
Тогда величина argw'(z) имеет предел при 8— со по лю- 
бому пуги, лежащему в области С. 

Доказательство. Сначала рассмотрим случай, 


os л 
когда область G является полосой |Imz| < yp) а интере- 


сующее вас острие отвечает бесконечности, лежащей в 
правой полуплоскости. Мы ‘построим некоторое вспомо- 
гательное отображение, которое позволит нам применить 
теорему 2.2.4. 

Возьмем какую-либо точку с, лежащую. вне области 


р, и положим 
4 


= 
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Функция 2 = Int конформно отображает круг |{| <4 


na полосу |1 2| < > а функция $ = >— конформ- 


но отображает область D на конечную. область Г’, 
имеющую острие в точке $ =0. Поэтому функция (И 
конформно отображает круг |{| < 4 на область О’, при- 
чем прообразом острия $ =0 является, как нетрудно 
убедиться, точка { == 1. Согласно теореме 2.2.4 имеем 


arg {5 (0) (#1 —1)}> А, to ry<s. (13) 


Из того, что точка & =0 является острием, следует, что 


arg (1) > а, аъьаи<ь (14) 


и поскольку 


Ро - боны (ве 


мы получаем из формул (13) и (14), ято 


argw’(in 244) > А*, tot < 


Условие 
*— 1, |t] < 4, 


равносильно условию 


1+t 


Re in}! + 0, | im In 4 |< 


и мы видим, что величина argw’(z) имеет предел при 
we л 
2—0 в интересующей нас половине полосы {Im 2| < > 


Из формулы для производной обратной функции не- 
медленно вытекает, что и величина аг8 2’ (1), где 2(ш) — 
функция, обратная к w(z), имеет предел при W->oo по 
любому пути, лежащему в области D. Отсюда, как и при 
доказательстве следствия из теоремы 2.2.4, мы выводим 
справедливость доказываемой теоремы в ее общей `фор- 
мулировке. 
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Доказанные теоремы имеют большое значение для 
исследования асимитотического поведения конформного 
отображения вблизи границы области. В некоторых слу- 
чаях они непосредственно дают необходимый результат, 
но чаще необходимы дополнительные исследования, от- 
носящиеся к поведению величины |№’(2)|. Несколько 
виже мы проведем эти исследования AXA наиболее инте- 
ресного случая, когда угловая точка границы является 
острием. 


ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К $2.2 


1°. Пусть u(z) — функция, гармоническая в правой полуплос- 
кости и непрерывная вилоть до мнимой осл. Доказать, что если 
функция и(=) удовлетворяет условию 


и (2) =0(:), 2—, Rez>0, 


то для нее имеет место интегральное представление 


и = Bry pe’ . x>0. 


х | и (38) d& 


00 


2°. Пусть u(z) — функция, гармоническая в правой полуплос: 
кости, непрерывная вплоть до мнимой оси п удовлетворяющая 
условию 


и (=) = 0(2), 5-ю, Rez>0, 


a A(x) — непрерывно дифференцируемая при « > 0 функция, удов- 
летворяющая условиям 


a (2) es 
(+ о, "Ter & > + 00, 
Доказать, что из равенств 


и (i8) | и (— if) 


вытекает, что 


у и (те) A+B, 9 
lim Say = 2 CTAB), ise 


то 


3°. Пусть и(2) — функция, гармоническая в правой полуплос- 
кости и непрерывная вплоть до мнимой оси. Доказать, что если 


7 M, А. Евграфов 
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u(z) ограничена сверху в правой полуплоскости, TO 


eR) 
| Tre ПЕ: 


$ 2.3. Субгармонические функции 


Пусть U(z) — действительная функция, определенная 
в некоторой области D комплексной плоскости, причем 
для нее допускаются значения, равные —oo (но пе 
-+ ©). Функцию U(z) мы будем называть субгармони- 
ческой в области D, если выполнены следующие условия: 
1. Для каждого $ Ш существует такое р > 0, что 


2m 


U O<sb | U (2) | dz | = | И ( + pe'*) dg. 
0 


2. Фупкция exp 0 (2) непрерывна в области В. 

В стандартном определении субгармонической фувк- 
Tul вместо условия 2 используется несколько менее or- 
раничительное условие полунепрерывности снизу. Для 
целей применения к теорци аналитических функций од- 
ной комплекспой перемепной вполне можно ограничить- 
ся и приведенным выше более простым условием. 


Из теоремы о среднем для гармонических функций 
(см. $ 2.2) видио, что функция, гармоническая в обла- 
сти D, является и субгармонической в этой области функ- 
цией. 

Видно также, что если функция U(z) гармонична в 
области D за исключением конечного числа точек, в ко- 
торых U(z) == — 0, то она опять-таки является субгар- 
монической функцией в области D, при условии, что 
предел U(z) при стремлении 2 к исключительным точкам 
существует и равен — со. Действительно, условие 2 вы- 
полняется ввиду последней оговорки, условие 1 авто- 
матически выполнено в исключительных точках из-за ра- 
венства U(z) = — со в этих точках, а, в остальных TO4- 
ках — по теореме о среднем для гармонических функций. 
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Если функция F(z) регулярна в области D, то 
In|F(z)| является гармонической функцией во всей: об- 
ласти D за исключением тех точек, где F(z) =0. При 
стремлении 2 к этим исключительным точкам мы имеем, 
очевидно, ш|Р(2) | > — оо. Согласно теореме единствен- 
ности таких исключительных .точек (если F(z) = 0) 
только конечное число в каждой замкнутой части обла- 
сти О. Поэтому справедливо следующее утверждение: 

Если функция Е(=).регулярна в области D, то функ- 
ция 


U(z) = In| F(z) | 


субгармонична в области РО. 

Это утверждение в значительной мере объясняет зна- 
чение теории субгармонических функций для оценок, 
относящихся к аналитическим функциям. 


Мы докажем сейчас ряд простейших свойств субгар- 
монических функций. 


1°. Сумма (но не разность!) двух субгармонических 
в области D функций также является функцией, субгар- 
монической в эгой области. Умножение на положитель- 
ную постоянную также оставляет функцию субгармони- 
ческой. ? 

Действительно, непосредственно видно, что условия 1 
n 2 выдерживают сложение функций и умножение на 
положительную постоянную. 


2°. Если функции 01 (=) и 02(2) субг“рмоничны в об- 
ласти D, то и функция 


U(z) = тах{01(2), 02(2)} 


субгармонична в области О. 
Действительно, выполпиение условия 2 вымекает из 
равенства 3 


eU@) = max (eV, eV} 


и из того факта, что наибольшая` из двух непрерывных 
функций также является непрерывной. Для проверки ус- 
-ловия 1 возьмем любые допустимые 6 и р. Предположив, 
7* - : 
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что U(£) = 0,(5), где Ё равно 1 или 2, мы получим 


21 
О-о < | C+ ve) < 
0 
21 


< | боем) 4 
0 


3°. Если последовательность {U,(z)} субгармониче- 
ских в области D функций такова, что последователь- 
ность {expU,(z)} равномерно сходится в’области 2 в 
пределу У (2), то ш У(2) — субгармоническая в области D 
функция. | 7 

Для доказательства обозначим через Е множество тех 
точек области D, где V(z) =0. Это множество замкнуто 
в D, так как из условия 2 вытекает, что И (2) — непрерыв- 
пая функция. Множество D\.E — открытое, и на каждой 
его замкнутой части последовательность {0.(2)} равно- 
мерно сходится. Для (= EF условие 1 выполняется авто- 
матически, ибо. т У (5) =— ©. Если [= DE, то можно 
найти такое р >> 0, что круг |2 —5| <p лежиг в множе- 
стве D\E; и на всем этом круге последовательность {U,,} 
равномерно сходится. Тогда можно написать условие | 
для функции U, и совершить предельный переход. 


Основную роль в применениях теории субгармониче- 
ских функций играет следующий результат, носящий ца- 
звание принципа максимума. О его частном слу- 
чае мы говорили в $ 2.1 в связи с гармоническими функ- 
циями. Там мы -ые стали останавливаться на его доказа- 
тельстве, но сейчас мы поговорим об этом и аналогичных 
ему результатах со всеми подробностями. 

Теорема 2.3.1. Пусть U(z) — субгармоническая в 
области D функция, а М — верхняя грань функции U(z) 
в области Р. Если в какой-либо точке области D имеет 
место равенство 0 (10) == М, то 0(2) постоянна в области 
D (и равна М). 

Иными словами: 

Субгармоническая функция, отличная от постоянной, 
He может досгигать наибольшего значения внутри 06- 
ласти. . 
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Доказательство. Рассмотрим множество E, co- 
стоящее из тех точек области О, в которых имеет место 
равенство U(z) = М. Это множество замкнуто в О), так 
как exp U(z) — непрерывная функция. Если множество 
Е непусто и отлично от всей области D, то у него найдет- 
ся граничная точка 5, лежащая в области О. В силу зам- 
кнутости множества Ё имеем 0 (5) = М. По определению 
граничной точки существуют сколь угодно малые р > 0 
такие, что па окружности |2-—6 о есть хотя бы одиа 
точка € =D» Е. Но D\E — открытое множество, так что у 
точки & имеется и пекоторая окрестность, лежащая в 
множестве D\E, а во всех точках этой окрестности доля:- 
по выполпяться перавенство U(z) < М. Рассмотрим 
окруяшость |2 —&] = 0. Во всех точках этой окружности 
справедливо перавепство 0 (2) <M, а на некоторой ee 
дуге — неравенство 0 (2) < М. Поэтому 


\ U(s)[dz|<fap-M, 


Ho 


Нолученпое противоречие доказывает теорему. 


Отметим одип более специальный вариант принципа 
максимума, ппогда более удобный для применений. 

Теорема 2.3.1*. Пусть U(z) — субгармоническая в 
области D функция. Для всех значений $, лежащих на 
границе OD области D, мы определим функцию $(5) ра- 
венством 


® (£) =TimU (2), te др. 


2—5 


Во всей области D имеет место неравенство 
U (2) < тре), 


причем равенство возможно лишь в случае, когда функ- 
ция 0 (2) постоянна в области D,. м 
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Доказательство, Обозначим через М верхнюю 
грань функции U(z) в области-О. Согласно определению 
верхней грани существует последовательность. точек 
z,€D, для которых 


U(2,) М, ses 


Пусть 5 — какая-либо предельная точка последователь- 
ности {2,}. Если €) VD, то мы получаем из теоремы 
2.3.1, что U(z)=M, и потому $(5) =М. Еши 5е00, 
то мы имеем ф(бо) = М, а значит и sup @ (5) = A. 

вр 


Доказанный вариант принципа максимума удобен еще 
пи тем, что он позволяет одно существенное усиление, 
смысл которого в TOM, что значениями функции ф(5) в 
счетном числе точек можно пренебречь, если известно, 
что они конечны. у 

Теорема 2.3.2. Пусть 0 (2) и p(&) —те же, что и 
в теореме 2.3.1*, а 5 — какое-либо счетное множество то- 
чек границы OD области 0, относительно которой мы 
будем предполагать, что она имеет хотя бы одну внешнюю 
точку. Предположим, что 


sup (5) < co, -sup ф(5) =М. 
aD ans 


Тогда во всей области D имеет место неравенство U(2) < 
<M, причем равенство возможно лишь в случае, когда 
функция U(z) постоянна в области D. 

Доказательство. Обозначим через 0 какую-либо 
внешнюю точку области D, а через a), do, ...— точки, об- 
разующие множество 5, и определим величины A, ра- 
венством 


8 —а 
Е Е : п=1,2, .... 
zED 12—61 
Возьмем произвольное 2 > 0 и рассмотрим вспомогатель- 
ную функцию 


oo 
= 1 |2 <= @, 
О. (2) Ute Rat nh, 
Нетрудно убедиться, что pag, входящий в эту функцию, 
равномерно сходится в каждой замкнутой части обла- 
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сти D и что его сумма является гармонической в обла- 
сти D функцией. Поэтому функция И. субгармонична 
в области Р. Иоскольку слагаемые ряда отридатальны 
при всех 2 = D, мы имеем перавенство 


lim U, (2) <limU (2) <M, teaD\s.. 


Ироме того, очевидно, что 


lim U, (2) = — 2, tes. (1) 


Поэтому, применяя теорему 2.3.[*, мы получаем, что 


0, (< м, ED, 


Отсюда, переходя к пределу при 8—0, находим 
О (=) < М, что и требовалось доказать. 


Из теоремы 2.3.2 легко вывести, что обобщенная за- 
дача Дприхле (см. $ 2.1) имеет не более одного: решения. 
Действительно, если #,(2) и и2(=) — два решения обоб- 
щенной задачи Дирихле с одной и той же граничной 
функцией, то их разность и(2) обладает exeny tomar 
свойствами: 

4, Функция и (2) гармонична в области О и ограниче- 
на по абсолютной величине. 

2. Предел Ити (2) существует п равен нулю для всех 


точек бе OD за исключением некоторого счетного мно- 
жества. 

Поскольку функция и(2) гармонична, то она и суб- 
гармонична, так что применяя теорему 2.3.2, мы получаем 


и (2) < 0, у . zeD. 
С другой стороны, субгамонична и функция —u(z). По- 
этому согласно той же теореме 2.3.2 имеем ' 
у и (2) > 0, . 2eD. 
0. 


Из полученных неравенств следует, что и(2) = 


Заметим еще, что не меняя рассуждений, мы могли бы 
заметно ослабить условия на функцию U(zj в теоре- 
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ме 2.3.2. Именно, мы могли бы предположить функцию 
U(z) не ограниченной вблизи исключительных точек 
ad, Е 5, а даже стремящейся к 4-00, но удовлетворяющей 
условиям 


U(2) = ofin =}, 25а. - (2) 


В этом случае равенство (14) все равно осталось бы спра- 
ведливым, и мы по-прежнему получили бы, что О (2) < М. 
Более того, условия (2) можно заменить и еще более сла- 
быми, если сделать некоторые дополпительные предноло- 
жения о характере границы области D вблизи точек а». 
Результаты подобного рода носят название теорем Фраг- 
мена — Линделёфа. Мы будем говорить о них подробнее? 
в следующей главе. 


Прежде чем говорить о других ‘свойствах субгармони- 
ческих функций, мы докажем два простых результата, 
. позволяющих лучше попять строение этих функций. 
Лемма 1. Дважды непрерывно дифференцируемая 
функция U(z) субгармонична в области D в том и только 
в том случае, когда в каждой точке области D имеет ме- 
сто неравенство АП (2) > 0 (здесь, как и раньше, через A 
мы обозначаем оператор Лапласа по переменным хи У, 
где х = Нез, а у =. 1 2). | 
Доказательство. С помощью формул Грина (см 
$ 2.1) легко установить, что для каждой функции W (2), 
дважды непрерывно дифференцируемой в круге |2—&|=< 
< р, справедлива формула 


ep 


a | Y@ldal=UO+ 


2пр J 
|2—Н-р 


Сравнивая эту формулу с неравенством 


1 
= | 00200, 
р . 
r—tl=p 
определяющим субгармоничность, мы легко получаем 
наше утверждение. 
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Лемма 2. Пусть U(z) — произвольная функция, 
субгармоническая в области ПО. Существует последова- 
тельность таких субгармонических дважды непрерывна 
дифференцируемых функций U,(2), что последователь- 
ность. {ехр 0,(2)} равномерно сходится к функции 
exp 0 (2) на каждой замкнутой части области D. 

Доказательство. Возьмем произвольную точку 
2 € D и произвольно малое = >> 0. Обозначим через” D, 
содержащую точку Zo связную часть множества тех то- 
чек 2, для которых круг © центром в 3 и радпусом = ле- 
жит в области О. Ясно, что какова бы ни была замкну- 
тая часть области D, она содержится в D,, вели в > 0 
достаточно мало. 

Положим 


$ 22, 
ke (2) | Zz | <8, 
Tae 
Ke }? — 2°)" da dy. 


№ 
По функции U(z) мы построим фупкцию Ue (2), опре- 
деленную в области О., равенством 


= Пье-бофжа, (3) 


с 
или, что равносильно, равенством 


Us(z)= Поста, (3*) 


Igi<e 


Ecgn функция U(z) ограничена снизу в области D, то из 
‚формулы (3) видно, что функция Ue (2) дважды непре- 
рывно дифференцируема в области D,, а из формулы (3*) 
легко вывести, что она субгармонична в области D.. Да- 
лее, если функция U(z) ограничена снизу, то она непре- 
рывна, а для непрерывной функции 0(2) нетрудно 
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получить, что 
lim Ue (2) =U (2) 
2 ps0 


равномерно по 2 в каждой замкнутой части области D. 

Если функция U(z) не ограничена снизу в области 0, 
то мы можем рассмотреть вспомогательную последова- 
тельность фупкций 


U;, (2) = max {0 (2), — n}. 


Из непрерывности функции exp U(2) следует, что после- 
довательность [ехр О» (2)} равномерно сходится к функ- 
ции exp U(z) на каждой замкнутой части области D, а co- 
гласно свойству 2° функции О» (2) субгармоничны в об- 
ласти 0. Согласно сказанному выше функции U, (2) 
можно с любой точностью приблизить субгармоническими 
дважды непрерывно дифференцируемыми функциями 
в каждой замкнутой части области О. Отсюда мы легко 
получаем утверждение леммы. 


Очеяь существенную роль в применениях теории суб- 
гармонических функций к аналитическим функциям 
играет следующее их свойство: 

4°. Если функция U(w) субгармонична в области С, 
а функция w(z) регулярна в области D и принимиет зна- 
чения, лежащие в области G,ro функция Т (2) =0 (1 (2)) 
субгармонична в области О. 

В силу леммы 2 и свойства 3 нам достаточно ограни- 
читься рассмотрением случая, когда функция U(w) два- 
жды непрерывно дифференцируема в области С. В этом 
случае наше утверждение легко получается из ‘леммы 1 
и несложно проверяемой формулы 8 


AV(z) = AU(w) -[w’(2) |?. 
Отметим еще одно свойство. 
5°. Пусть функция U(z) субгармонична в области D, 
а ее значения лежат на отрезке (а, 6). Если функция 
Q(x) выпукла книзу и не убывает при а< 56, то 
риа Ф(И/(2)) ни в области D, 
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` Г 
. Для доказательства опять следует применить лемму 2 
- п использовать формулу 


Ag (0 (2)) = AU: O49 ) (Uz + Uj). 


Понятие субгармоничности во многом аналогично по- 
нятию выпуклости книзу ‘для функций. одной действи- 
тельной переменной. Например, условие выпуклости кни- 
зу состоит B.TOM, что значение функции в середине лю- 
бого допустимого отрезка не превосходит среднего ариф- 
метического ее значений в концах этого отрезка. Условис 
субгармоничности состоит в том, что значение в центре 
любого допустимого круга не превосходит среднего ариф- 
метического ее значений на окружности этого круга. Ири- 
терий выпуклости книзу для дважды непрерывно диффе- 
ренцируемых функций — неотрицательность второй про- 
изводной, также аналогичен критерию. субгармонично- 
сти — неотрицательности лапласиана. Субгармоничность 
функций двух переменных в некоторых отношениях бли- 
же к выпуклости функций одной переменной, чем выпук- 
лость функций двух переменных. 


Связи между субгармоническими и выпуклыми функ- 
циями не ограничиваются лишь аналогией. Отметим сле- 
дующий результат. 

Теорема 2.3.3. Если субгармоническая функция 
( (2), определенная в полосе а < Цез < 6, не зависит 
от Imz, To она является выпуклой книзу функцией 
от Rez. 

Доказательство. Мы опять можем ограничиться 
случаем, когда функция U(z) дважды непрерывно диф- 
ференцируема. Из доказательства леммы 2 видно, что 
приближающие функции U,(2-+ iy) не зависят от у, если 
вама функция U(x + iy) от у не зависит. 

Согласно лемме 1 имеет место неравенство AU(z)>0. 
В случае, когда функция U(x -+ iy) зависит только от х, 
это неравенство принимает вид (”(5)’> 0, a это озна- 
чает, что функция выпукла книзу. 


В связи с субгармоническими функциями часто при- 
ходится рассматривать различные обобщения выпукло- 
сти книзу. 
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Функция f(x) называется логарифмически выпуклой, 
если она является выпуклой книзу функцией от шх. 

Следующая теорема совершенно аналогична теоре- 
ме 2.3.3. | 

Теорема 2.3.3*. Если субгармоническая функция 
(2), определенная в кольце г < |2| < В, не зависит 
от ага з,то она является логарифмически выпуклой функ- 
цией or |2|. 


Еще на одном обобщении выпуклости мы остаповимся 
более подробно, так как оно, с одной стороны, менее об- 
щеизвестно, а с другой стороны, играет важную роль 
в теории целых функций. 

Пусть р > 0. Функция Н(ф) называется тригопомет- 
рически р-выпуклой на отрезке (&,8), ссли она ограни- 
чена сверху па этом отрезке и если на каждом отрезке 
(Фр, @3), входящем в отрезок (2,8) и пмеющем длину, 
меньшую п/о, выполняется неравенство 


H(p) < А соз pp + В sin рф 


с любыми А и В, для которых 


Н ($!) < А cospg; + Bsin pq, 
Н ($3) < А cos pps + В sin pgs. 


Болыше всего нас будет интересовать класс функций 
П($) тригонометрически р-вынуклых на всей действи- 
тельной оси и периодических с периодом 2st. Этот класс 
мы обозначим символом Г». = 


Отметим ряд свойств тригонометрически о-выпуклых 
‚функций. 

1. Для того чтобы функция Н(Ф) была тригономет- 
рически р-выпукла на отрезке (a, В) необходимо и do- 
статочно, чтобы для любых трех точек фи, фз, фз, подчи- 
ненных условиям 


4 


(Фь 9) С (а, В, Ф <<<, | 
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имело место неравенство 
H(91) sin р(фз — $2) + Н (42) тр (ф! — gs) Е 
-Н($з) зтр(ф2 — фи!) > 0. 
Действительно, найдя А и В из условий 
П ($!) = А cos pg; + В яп офт, 
Н (фз) = А cos рфз + В sin рфз 
п подставив их в неравенство 


Н ($2) < А cos рф2 + В sin peo, 


« 


мы придем после несложных преобразований к требуемо- 
му неравенству. 


Заметим, что при 


la 


Ф=Фф—6, Ф=Ф, = ot, 0<8< 


неравенство свойства I легко привести к виду 


H (p+ 6) — 2H (g) + H (ф—б 2. 6)? в 
fe eee) 14 (Zsin®) (4) >0. (5) 


Il. Дважды непрерывно дифференцируемая функция 
Н (@) тригонометрически р-выпукла на отрезке (а, В) тое- 
да и только тогда, когда 


Н" (9) + pH (9) >9, ' а<9< в. 


Справедливость этого утверждения в одну сторону 
легко доказывается предельным переходом при 6—0 в 
неравенстве (5). Для доказательства его справедливости 
в другую сторону обозначим 

в(Ф) =. A" (Ф) + РН (Ф) 
и будем рассматривать функцию Н(ф), как решение сле- 
дующего дифференциального уравнения 
у" (Ф) +p7y(9) = ($), У(Ф)=И($1), y (G2) =U (qs). 
Решение однородного дифференциального уравнения с 
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теми же краевыми условиями мы обозначим через Но(ф}. 
Ясно, что | 
Но(ф) = А созрф + Bsin pq, ° 
Ho(p1) = H(91), Но(фз) = Н($з). 


Нетрудно проверить, что для решения Н(ф) справедлива 
формула 


H(9) = Но — еее ро sin p (9, — 0) 48 — 


Gs 


_ тр) | : = 
P SiN PGs — a) J бир — $) 20, 


Поскольку согласно предположению п (0). 0, мы полу- 
чаем, что на всем отрезке (фи, фз) справедливо неравен- 
ство Н(ф) < Но(ф). Это и означает, что функция Ш ($) 
тригонометрически р-выпукла. 


Следующие свойства мы будем доказывать уже не 
для всех тригонометрически р-выпуклых функций, а толь- 
ко для класса 7’. 

ПТ. Для каждой функции Н(ф) е Г» справедливо не- 
разеиство 


inf H (9) > — sup H (9) 
9 9 


или H(p) = —oo, 

Для доказательства заметим сначала, что если 
Н(ф!) = —, то из неравенства свойства I в силу огра- 
ниченности сверху функции /(ф) вытекает, что H (92) = 
= —oo для любого 2 & (фи, Фз). Поэтому, если функция 
H(@) обращается в —oo, хотя бы в одной точке, то она 
тождественно равна —oo, Далее, возьмем в неравенстве 
свойства I 


ФФ 35 Г B=% ых 
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и перейдем к пределу при г -> +0, Это даст нам 


Dat ("+ — р +8) +H (° + са — e)) >0. 


Поскольку ф — произвольно, отсюда следует наше утвер- 
ждение. 


ТУ. Каждая функция П(ф) ST, непрерывна и даже 


Удовлетворяет условию Липшица. 
Для доказательства введем’ обозначения 


К, (Ф, Фо) = 4 (Фо) созр (ф — Gy) + A ( + 2) зтр (Ф—Фо) 
п 
К» (Ф, Фи) = И (Фо) cos 9 (Ф — Gy) —Н (4 — 2) sino (Ф— Фо). 


Покажем, что при каждом фо имеют место неравенства 


К, ($, Фо) ЗН ($) < К, (Ф, $), <<, (6) 


Ky (Ф, Фо) < A (Ф) < А, ($. Ф,), в -5 <9<9 (7) 
| ‘ 
Действительно, положив в неравенстве свойства | 


л 
Ф = $, P2= Pr Ps = Pot Bp? 


мы сразу iKe получим правое поравенство (6), a положив 
7 ‚=: л = 
1 = Ф — 55> P2 =P. Ps = Por 


мы получим правое неравенство (7). Положив же 


л 
dp? P2 = Фу, Фф;=Фф 


Pi = Po — 2p 


л 


Pi =P. 2 = Pov Pa = Py + Gos 


мы получим левые перавенства (6) и (7) cooTRercTBeHHO, 


‘ 


. 
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Обозначив теперь Н = зар|Н ($)|, мы получим из 
неравенств (6) и (7), что 


1Н(Ф) — Н ($0) | < 
< {|1 — созр(ф— Фо) | + lsinp( — фо) |} - H. 


Отсюда немедленно вытекает наше утверждение. 


У. Каждую функцию Н(ф) ST, можно с любой точ- 
ностью равномерно на всей оси приблизить дважды не- 
прерывно дифференцируемыми функциями из того же 
класса. 

Действительно, возьмем в качестве приближения 
функцию 


Нь(ф = yee"? {Нее — 2), e>0. 


—e 


Как и при доказательстве леммы, мы легко убеждаемся, 
что Н.(Ф) — дважды непрерывно дифференцируемая 
функция из класса 7, и что 


lim Я, (©) = Н ($) 
20 
равномерно по ф на всей оси. 


УГ. Функция Н(ф) принадлежит классу T, тогда и 
тслько тогда, когда функция 


U(re®) = r'H (9) 


субгармонична во всей плоскости. 

В силу свойства У и леммы 2 мы можем ограничиться 
при доказательстве дважды непрерывно дифференцируе- 
мыми функциями. Оператор Лапласа в полярных коор- 
динатах ги ® имеет вид 


rs : 
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* Поэтому 
AU (re*) = r°-2(92H (ф) + Н”(9)) 


п мы немедленно получаем наше утверждение из свой- 
‚ства П и леммы 1. 


В следующей главе мы докажем еще некоторые пред- 
ставления для функций класса 7,, а сейчас отметим 
только еще некоторые свойства, вытекающие очевидным 
образом из свойства VI и соответствующих свойств суб- 
гармонических функций. 

УП. Если функции И, (ф) и Из(ф) принадлежат клис- 
су Ть, то функции 


Р(Ф) = тах {И ($), И, ($)}, @(q) = Ни (p) + НФ) 


(сты Co — положительные постоянные) также принадле- 
war классу Ty. 


ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К § 23 


1°. Доказать, что не существует отличных от тождественной 
постоянной функций, субгармонических и ограниченных сверху 
во всей плоскости. 
2°. Пусть область D разделена на две области D, и Dy гладкой 
кривой С. Определим функцию u(z) в области D равенствами 
[№ <), 22D, Ue, 
| и. (2), 2 Dz, 


и (2) 


где и:(2) и up(z) — функции, гармонические в областях D, п Г» 
соответственно и непрерывно дифференцируемые в замыкании этих 
областей. Доказать, что функция и(2) субгармонична в области D 
в том и только в том случае, когда в каждой точке кривой С имеет 
место неравенство 


Ou, ди 
én бп S 
д 
(здесь Fn 7 дифференцирование по положительному направлению 


нормали к кривой С; положительным считаем направление нор- 
мали. ведущее из области D, в область Do). 

3°. Пусть функция f(z) регулярна в круге |2| < В. Доказать, 
что при любом а > 0 функция 


2п 
Hi) = леч) Раф 
0 


8 М. A. Евграфов 
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является неубывающей и выпуклой книзу функцией от Inr на om * 
резке 0 г < А. 

4. Пусть функция f(z) регулярна и ограничена в круге 
|=| < В. Доказать, что величина 


on 
{ in] s (re!) Lap 
$ 
имеет конечный предел при г-— В. 
5°. Пусть функция F(z) регулярна в правой полуплоскости, a 
М (г) = sup [F (re’”) |. 


161<- 


2 


Предположим, что * 


= 
Е" 
А г < о, 
0 


Доказать, что функция 


10) = |1) i= 
9 


* л 
является выпуклой книзу функцией 0 на отрезке —5 <0<5. 


`$ 2.4. Оценки гармонической меры 


Основным достоинством понятия гармонической меры 
является возможность получения для нее оценок очень 
наглядными геометрическими способами. Описаннем этих 
способов мы сейчас и займемся. 


В $ 2.1 мы определили гармоническую меру w (2; Е,0) 
в случае, когда множество Ё является частыо граниды 
области О. Часто удобнее говорить о гармонической мере 
любого!) множества Е, не имеющего общих точек с 06- 


` 
1) Разумеется, составленного из счетного множества дуг, 
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ластью О, полагая 
© (2; Е, D) = (2; Е’, D), Е’ =Е ЭР. < 


‚ Прежде всего, мы отметим неравенства 
0<о (5 Е, 2) <1, red, (1) 


справедливые для любого множества Е. Если при этом 
множество Ё содержит хотя бы одну дугу граничной кри- 
вой области D, то левое неравенство является строгим, 
a если такую дугу содержит множество OD \E, то стро- 
гим является правое неравенство. Эти утверждения не- 
медленно вытекают из обобщенного принципа максимума 
и минимума для гармонических функций, доказанного 


в $ 2.3. 


Прежде чем переходить к оценкам гармонической мс- 
ры в каких-либо сложных областях, мы выясним геомет- 
рический смысл гармонической меры множества, распо- 
ложенного на действительной оси, относительно верхней 
полуплоскости. 

Пусть J — отрицательная часть действительной оси. 
Тогда ‘ 


o(z; J, Imz> 0) = ага. 


ss -4 а 
Действительно, функция —— агё 2 гармонична в верхпей 


полуплоскости, ограничена, и ее значения на положитель- 
ной части действительной оси равны нулю, а на отрица- 
тельной — единице. В силу единственности решения‘ за- 
дачи Дирихле эта функция обязана совпадать с гармони- 
ческой мерой отрицафельной части действительной оси 
относительно верхней полуплоскости. 

Пусть теперь 7 — конечный отрезок (a,b). Функция 


iy ке РИ 
= 6 
на себя и переводит отрезок Г в отрицательную часть 
действительной оси. Поэтому 


ple 
п 


конформно отображает верхнюю полуплоскость 


o (2; 1, Rez > 0) = arg (¢ — а) — + arg (2—5). 


8* 
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р 
Полученная величина имеет простой геометрический 
смысл — она равна углу, под которым виден отрезок / 

“из точки 2, деленному на л. Эта величина, очевидно, CO- 
храняет свой смысл и при любом положении полуплоско- 
сти. Таким образом, мы пришли к утверждению: 

Лемма 1. Гармоническая мера множества Е, распо- 
ложенного на прямой 1 относительно полуплоскости, огра- 
ниченной прямой 1, равна углу, под которым видно мно- 
жество Е из точки 2, деленному на п. 

Эта элементарная лемма играет довольно значитель- 
ную роль в оценках гармонической меры. 


Следующий основной результат, посящий название 
принципа расширения области или принципа Карлемана, 
хотя и не столь элементарен, но доказывается не сложнее. 

Теорема 2.4.1. Пусть область О’ содержит область 
D, а множество Е’, лежащее на границе D’, содержит 
множество Ё, лежащее на границе О. Тогда 


© (2; Е, 2) Зо (г, L’, О’), ге 0. 


Доказательство. Обе гармонические меры гар- 
моничны и ограничены в области 0. Рассмотрим их на 
границе этой области. В точках множества E обе равны 
единице. В остальных точках границы области D функ- 
ция ©(2; Е, D) равна нулю, а функция 6(2; Е’, 0’) — 
неотрицательна. Следовательно, функция © (2; Ё’, 0’) — 
—o(z; Е, 2) на границе области Р неотрицатёльна. По 
принципу максимума она пеотрицательна и внутри об- 
ласти О. Теорема доказана. 


Принции расширения области позволяет оценивать 
гармоническую меру не только сверху, но и спизу. Оцен- 
ка снизу получается с помощью оценки сверху гармони- 
ческой меры множества OD\ EL. Мы приведем сейчас 
другую формулировку принципа расширения области, 
в которой это обстоятельство выражено несколько яснее 
(Хотя сама формулировка несколько более расплывчатая). 

Теорема 2.4.1*, При расширении области D за счет 
той части ее границы, которал не содержит точек множе- 
ства Е, гармоническая мера w(2; Е, D) увеличивается, 
а при расширении области D за счет части границы, 6xo- 
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дящей в множество Е, эта гармоническая мера умень- 
шается. 


С помощью принципа расширения области мы дока- 
жем сейчас одно довольно грубое, но очень наглядное 
неравенство. 

Теорема 2.4.2. Пусть D — выпуклая область, а E — 
какая-либо дуга граничной кривой этой области. Тогда 


w (3; Е, D) +(e, В), zed, 


где (=, Ё) — угол, под которым дуга Ё видна из точки 3. 

Доказательство. Обозначим через EL; хорду, co- 
одиняющую концы дуги Ё, а через О, — область, отсе- 
каемую от области Р хордой Е! и содержащую точку 2. 
Могут представиться две возможности: или дуга Е лежит 
на границе области О; или нет. В первом случае доказы- 
ваемое неравенство заведомо справедливо, так как тогда 
(2, Е) > л. Во втором случае мы можем согласно прип- 
Wy расширения области написать перавенство 


6 (2; Е, 0) < (2; Е, Di), ze Dy 


(применяем теорему 2.4.1*: область D получается расити- 
рением области В; за счет той части ее границы, которая 
входит в Ё!). Далее, обозначим через Р полуплоскость, 
ограниченвую прямой, соединяющей концы нашей ду- 
ги Ё, и содержащую область D,. Применяя еще раз прин- 
цип расширения области, мы получаем неравенство 


© (2; Ei, 1) < ®(2; Ei, Р), . ze D, 


(на этот раз область ОР; расширяется за счет части rpa- 
ницы, не содержащей точек множества E,). "Требуемое 
неравенство мы получаем теперь из леммы 41, так как ду- 
га Ё и хорда Ly видны из точки 2 под одинаковым углом. 


Наряду с принципом расширения области часто при- 
меняется еще один, столь же несложный результат, но- 
сящий название принципа гармонической меры: 

Теорема 2.4.3. Пусть ш(=) — функция, регулярная 
в области D и непрерывная в ее замыкании. Обозначим 
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через D* образ области D при отобъажении w= (2) 
(не обязательно взаимно-однозначном), а через Е* — об- 
раз множества Е <- OD и положим 


и (2) =-0(2; ED), v(w) =.0(w; Е*, D*). 


Если Е* < @D*, то имеет место неравенство 
v(w(z)) > u(z), 2ED. 


Когда отображение ш ==.W(2) взаимно-однозначно, имеет 
место равенство. : 
Доказательство. Рассмотрим функции 


(2), и(2) =.v(w(z)). 

Обе эти функции гармоничны и ограничены в области О: 
В точках множества EL COD мы имеем u(z) =1 и 
и! (2) =41. В точках множества OD\ Ё мы имеем и{2) =0, 
но значения и:(2) могут, вообще говоря, оказаться поло- 
жительными, так как образ точки из множества ID\E 
при отображении ш = w(z) может попасть и внутрь об- 
ласти D*, и па множество Е*. Следовательно, на границе 
области D мы имеем неравенство и! (2) —и(2) > 0, а по 
принципу максимума это неравенство сохраняется и 
внутри области. Тем самым мы доказали интересующее 
нас неравенство. Если отображение ш = w(z) взаимно 
однозначно, то на границе области D, а следовательно, 
и внутри нее имеет место равенство 4: (2) = и(2). 


К теории аналитических функций оценки гармониче- 
ской меры применяются обычно с помощью так назы- 
‘ваемой теоремы о двух константах: : 

Теорема 2.4.4. Пусть функция F(z) регулярна в 
области D и непрерывна в ее замыкании, а на границе 
области D для функции F(z) имеют место неравенства 


. |F@I<M, 295. 
F [Е (2) [< т, ЕЕ, (2) 


где Е — некоторое множество границы области D, а М 
и т<М- некоторые положительные постоянные. Тог- 
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да справедливо неравенство 
[Е (2) |< т", 2€D, 
20e : 


1 (2) = o(2; Е, РБ). 


Доказательство. Функция ш|ЁР(2)| субгармо- 
нична и ограничена сверху в области D, а функция 


и (2) = © (2; Е, 0) шт + о (2; ЭМ Е, В) Ш М 


гармонична в области D и ограничена там по абсолютной 
величине. Поэтому функция 


In| F(z) | --в (=) 


субгармонична и ограничена сверху в области О. В силу 
неравенства (2) имеем 


Tim {In| (=) | —u(z)} <0 


для всех точек $ Е OD за исключением счетного числа 
(мы считаем, как обычно, что область Р ограничена ко- 
нечным числом кусочно-гладких кривых, а множество Ё 
состоит из счетного числа дуг граничных кривых). По- 
этому из принципа максимума для субгармонических 
функций следует, что 


In| (2) |< и (2), : zeD, 


Отсюда непосредственно вытекает утверждение теоремы. 

Многие задачи теории целых функций приводятся 
к так называемой проблеме Карлемана — Мию. Мы изло- 
жим сейчас постановку этой проблемы и приведем один 
из относящихся к ней результатов. 

Пусть D — некоторая область комплексной плоскости, 
имеющая конечное и непустое пересечение с каждой 
прямой Ве ==х при а << Ь (обычно принимают 
Ь —, |-со). Обозначим через D, связную часть области D, 
лежащую в полуплоскости Rez < х и содержащую за- 
данную точку 6 (мы считаем, что Век < 2). Через h, 
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мы обозначим часть границы области D,, лежащую па 
прямой Rez ==. 1х, а через h(x) — меру множества hy (мы 
будем предполагать, что множество hy состоит из счетного 
числа отрезков; тогда k(x) — сумма их длин). 

Проблема Карлемана — Мию состоит в оцен- 
ке гармонической меры © (5; hz, Ds) по заданной функ- 
ции # (1, а=Е= т. 

Карлемапом был получен следующий результат: 

Теорема 2.4.5. Шусть с =&-Р МЕР и а <х< 6. 
Тогда ; 


ы x 
‘ 4 Tt 
ins hy, Dy) Sexpy— = (if 


Доказательство. Возьмем произвольное зпаче- 
нпе о, заилюченное между & и 2, и рассмотрим в обла- 
emt D, две гармопические функции ©(5; Ay, 0.) и 
© (5; Ao, Ds). Па той частн границы области Dy, которая 
отлична от отрезков hs (расположенных па прямоп 
Rez = 0), обе функции равны нулю. Поэтому согласно 
формуле (5) $ 1 эти фупкции можио восстановить но их 
значениям на отрезках A, следующим образом: 


Е DiS | © (9 tiy;h,, О) в (5; dy, Dg) 


ig - 


w (5 hg. Do) = [ ® (5; ay, Do) 


$ по 


(функция © (2; ho, 9.) равна единице при z = h,). Вычи- 
тая из первого равенства второе и деля на х — о, мы по- 
лучаем 

© (Gi hy, В,) — © (Gi *,, Dy) 


2—5 
о (a+ fy; р.) —1 
ыы о (5; dy, D,). (3) 
A 


Оценим гармоническую меру 6 (6 + iy; №, Dz), стоящую 
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под знаком интеграла. По принцину расширения области 
имеем 


o(o-+ iy; he Dz) = © (ей; в Rez <2), 


а по лемме 1 величина w(t; hs, Rez < х) равна деленной 
на л сумме углов, под которыми видны отрезки, состав- 
ляющие множество hy, из точки $. Ири заданной сумме 
длин отрезков сумма углов будет наибольшей, когда мно- 
жество fh, образуст единственный отрезок, расположен- 
ный симметрично относительно прямой [м 3 ==.у. Вычис- 
ляя угол для этого экстремального случая, находим 
2) h ul 2 eg 2 (t= 9) 


o (0 + ty; hy, DK таг ао = 1— = arctg—; 5 


Подставляя полученное перавсиство в формулу (3), мы 
получаем, что 


2 (x — о) 
h (x) 
о—х 


aretg 


a(S В —® (5 Nig D,) 
#—0 


32. 
п 


IN 


(ot: ay, D.)= 


ho 
2(x—a) 


“oO (<; hos D,). 


Отсюда переходя кп сдел при 5 ->0, имеем 
, i ’ 
1 


ay (2:1 2р)< р 
a по (5; hg, Se “Th 0) 


(для аккуратности следовало бы написать верхнюю про- 
изводную, так как производная, вообще говоря, может 
и не существовать). Интегрируя последнее неравенство 
и учитывая, что 


© (5; №, Do) —1,. 0}, 
мы приходим к утверждению теоремы. 


Чтобы оценить точность теоремы 2.4.5, мы сравним 
получаемую из нее оценку с точной формулой для про- 


стейшего случая, когда область.) — полоса |Пиз] <=. 
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В этом случае #(х) л, и теорема 2.4.5 дает нам 


0 (55 hy, Da) <exp(— gr (x — Red). (4) 


Для отыскания точной формулы для интересующей нас 
гармонической меры рассмотрим отображение 
1-Е {ехр (5 —а ax 
pe p(s—2) 
1 — гехр (5 — 2) 


Нетрудно проверить, что образом области a при этом 
отображении является угол С:0 <аеш 2s yr а обра- 


зом отрезка h, — вертикальная сторона И этого угла. Это 
отображение конформно, так что по ириацииу гармониче- 
ской меры имеем 


6 (5; tx, Ds) = (ш(5); Н, С). 


Гармоническая мера, стоящая в правой части, нам извест- 
на, п мы получаем формулу 


—- гехр (5 — <) 


© ($5 hey Dy) ЕЯ 


из которой видно, что при фиксированном $ п при 
> > 


Ф(л,, Dy) ~ 4 Reet, (5) 


Формула (4) означает, что 


Ino (5:1, 0) < — Aw te, 


а из формулы (5) видно, что в действительности 


Ino (5; hy, р.) I хо 


Это означает, что даже в простейшем случае оценка, по- 
лучаемая из тборемы 2.4.5, довольно груба. В дальнейшем 
мы получим более точные оценки, но при заметно более 
жестких предположениях относительно области D, 
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Много Интересных и глубоких оценок гармонической 
меры можно получить, используя некоторые экстремаль- 
ные соображения. Одним из наиболее известных является 
так называемый принцип симметризации. Этот принции 
ведет свое происхождение от изопериметрических задач 
элементарной геометрии. Венгерские математики Torna 
и Сеге начали применять cro в анализе, а потом этот 
принцин нашел много применений в теорпи аналитиче- 
ских функций. Мы не сможем изложить принцил спм- 
метризации во всей его полноте, но ограничимся несколь- 
кими теоремами, допускающими более простой метод 
доказательства. 


Пачнем с доказательства одной леммы. 

Лемма 2. Пусть Е* — множество, состоящее из ко- 
нечного числа непересекиощихся отрезков, лежащих на 
отрезке [0, В], а D* — круг |2| < В, из которого выбро- 
weno мпожество Е*. Тогда 


@ (2; Е*, D*) = utes ln 


E* 


:ер*, 


где и(х) = p(x, E*) — некоторая неотрицательная Syn. 

ция. определенная на множестве Е*. 
Доказательство. Для экономий места введем 

обозначения ; 


@ (2; Е*, D*) =o (2), 


Из формул Грина (см. формулы (2) и (5) $ 2.1) мы но- 
лучаем, что 


од [Кое —o@ 6) 


90* 


Гравица 0D* области D* состоит из окружности |5| = 

и множества (Ё*), представляющего собой совокупность 
. разрезов по отрезкам, образующим множество Ё*. Мы 
ввели для совокупности разрезов отдельное обозначение, 
так как каждый разрез следует: рассматривать, как два 
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экземпляра отрезка,— по одному экземиляру на каждую 
сторону разреза. 

На окружности |5|=А имеем (5) =0и К. (5) =0, 
так что в ‘формуле (6) от всего интеграла по границе 
области D* остается лишь интеграл по множеству разре- 
зов (Ё*). Более того, от этого интеграла остается лишь 
одно слагаемое, так как 


С aK, (©) 
оо lat] = 0. 
(E+) 


Действительно; функция o(€) согласно определению pan- 
на единице па обеих сторонах разреза, а значения нор- 
мальной прочзводной функции А,(5) в соответствующих 
точках па разных сторонах разреза отличаются только 
знаком, поскольку направления впешшей нормали к тра- 
нице области D* в этих точках противоположны. Таким 
образом, формула (6) приводится к виду 


М де (E $. 
от | SPR. 14, = 


л 


(E*) 

Функция А,(5) определена во всем круге |5| < А, п ce 
значения в точках разреза не зависят от того, на какой 
стороне разреза лежат эти точки. Функция 6(5) прини- 
маст одинаковые значения в точках, симметричных отно- 
сительно действительной оси, так как и область D* п 
множество Ё* симметричны. Поскольку направления 
внешней нормали ие | симметричны, значения нормаль- 
is 
on 9 Е 
разных сторонах разреза должны быть одинаковы (если 
они существуют; существование производных у фупкции 
© (8) во внутренних точках отрезков нетрудно вывести 
из принципа симметрии Римана — Цварца; в силу этого 
принципа функцию o(§) можно аналитически продол- 
жить через каждый отрезок). Значения нормальных про- 
изводных функции ®(5) в точках разреза неотрицатель- 
ны, так как в точках разреза эта функция принимает 
свое наибольшее значение. Положив 


1. do (5 
р (2 вы oo ’ ХЕЕ*, 


Ной производной в соответствующих точках на 


t=n 


мы придем к утверждению леммы. 
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‚ Теорема 2.4.6. Пусть область D представляет co- 
бой круг |2| < В, из которого выброшено множество Е, 
состоящее из конечного числа кусочно-гладких кривых 
и конечного числа” областей, ограниченных такими кри- 
выми. Множество E* и область D* мы будем считать име- 
ющими тот же смысл, что и в лемме 2. Если для каждого 


хе E* на окружности |2| =. х лежит хотя бы одна точ- 
ка множества Е, то имеет место неравенство 
o (2; , D) о ( — |[2|;Е*, D*), :ер. 


Доказательство. Пусть х <= E*, Выберем па ок- 
ружности |s| =.х какую-либо точку множества Ё и 0бо- 
значим через 9(2) ее аргумент. В силу наших предноло- 
жений о множестве мы можем считать функцию 0(5) 
непрерывной на множестве Ё* за исключением конечного 
числа точек разрыва первого рода. Положим 


| R? — zxe—10@ | 
0. (2) = In R| 7 te) | Г: хеЕ*, 


` 


и рассмотрим вспомогательную функцию 


и (2) = {в (20, (2) de, eR, 


im 


где и(х) — функция, построенная в лемме 2 для мно- 
жества Ё*. 
Функция 0,(2), как функция 2, при любом хе Ё* 
гармонична во всей плоскости за исключением двух точек 
i R? 10; 
Lei), 8) 


= сл 


не попадающих в область D, так как 21 Е №, а 22 лежит 
вне круга |2| ЖА. Поэтому функция 0,(2) при всех 
x © Е* гармонична в области 0. На окружности |2| ==. АВ 
функция 0.(2} обращается в нуль. 
Из сказанного следует, что функция и(2) гармонична 
в области D и обращается в нуль на окружности |2|==А. 
Легко проверить, что при любом р, 0 < р < В, имеем 


. _ В? + хр 
Bee 0. (2) = In Reve wap)’ o<x<r, (7) 
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и 
Tne 
ie 0, (2) = In Яр“ o<x<r, (8) 
Из формулы (7) вытекает неравенство 
и В] 2] . 
и (2) > { w(z) wae] 9%, icr, (9) 


Е* 
а пз формулы (8) — неравенство 


w(2)< [вошь Sete 


| We FM 
ie 


dz, <в. (10) 


Согласно определению функции w(x) (см. лемму 2) инте- 
грал, стоящий в правой части неравенства (9), равен 
®(—|2|, Е*, D*), и мы можем придать этому перавен- 
ству вид 


и (2) 2% (—1[2|; Е*, D*), зар. (9%) 


По той же причине интеграл, стоящий в правой части пе- 
‚равенства (10), равен ®(|2|; Е*, D*), и потому не ире- 
восходит единицы. Отсюда вытекает, что * 


и (2) < 1, ti<r. (10*) 


Поскольку функция u(z) гармонична в области Р п 
равна нулю на окружности |2|==А, из неравенства (10*) 
в силу принципа максимума вытекает неравенство 


и (2) Зо (2; Е, D), зар. (11) 


Из неравенств (9*) и (11) мы немедленно получаем ут- 
верждение теоремы, 


Оценка, предлагаемая теоремой 2.4.6, хороша далеко 
не во всех случаях. Дело в том, что гармоническую меру 
© (2; Е*, D*) не так просто найти. Поэтому часто бывает 
полезно упростить полученную оценку с помощью сле-, 
дующей леммы. 
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Лемма 3. Пусть E* и D* — те же, что и в лемме 2. 
Обозначим через 5 сумму длин отрезков, образующих 
множество E*, а Через Е°— отрезок (В — 6, В). Через D* 

_ мы обозначим круг |2| < В с разрезом по отрезку Е°. 
Тогда имеет место неравенство 

©(—а; E*, D*) > o(—4; Е*, 0"), ocean. 

Доказательство. Мы используем тот же прием, 
что и при доказательстве теоремы 2.4.6. 

Обозначим через g(x) функцию, описывающую отоб- 
ражепие множества Ё* на отрезок (R—6, А), состоящее 
в том, что отрезки множества Ё* сдвигаются вплотную 
друг к другу, а затем получившийся отрезок передвигает- 
ся на нужное место. Легко видеть, что при таком отоб- 
ражении расстояние от нуля до любой точки хе E* не 
уменьшается, а расстояние между любой парой точек 
из множества Ё* не увеличивается. Это означает, что 
имеют место неравенства ° 


8 (7) 21, хак", (12) 


18 (2) — 8 (и) |<[—и|, хе, yee, (13) 


Положим : x 


. R2—g (2) 
Qx (2) = п Е хеЕ*, 


п рассмотрим вспомогательную функцию 


* * 
Uy (2) = | w(x) Ох (2) 42, | SR, 
E* 
где p(x) — функция, построенная в лемме 2 для множе- 
ства E*, 

Как и при доказательстве теоремы 2.4.6, мы легко 
убеждаемся, что функция и!(2) гармонична в области D* 
п обращается в пуль на окружности |2| =.R. 

Непосредственным дифференцированием легко прове- 
ряется, что при любом фикспрованном а > 0 функция 


_ А? -|- ву 
PW) = тун 
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монотонно убывает на отрезке (0, В). Поэтому из нера- 
венства (12) мы получаем, что 


“uy (— а) Зо (—а; 8*, 0*), озазв. (14) 


С другой стороны, из неравенств (12) и (13) нетрудно 
вывести, что 


* 1 —х 
Qx (g (y)) > In в. хеЕ*, уеЕ*,, 
и получить неравенство * 
Re — xy =) 
и (6 (49) > | w@)In Ea dz, веке. (15) 


Е* 


Согласно определению функции и (2) интеграл, стоящий 
в правой части неравенства (15), совпадает с в (у; Е*, D*) 
и потому он равен единице. Поскольку любая точка 
2 © momer быть представлена в виде 2=.g(y) (со- 
гласно определению функции g(z)), мы получаем из не- 
равенства (15), что 


‚  ш®>ь rend, (16) 


Функция uv; (z) гармонична в области 0%, равна нулю на 
окружности |2| =.А и не меньше единицы на отрезке EZ’, 
По принципу максимума мы получаем отсюда, что 


26 6 
и: (2) =o (2; E,D ), герб. 


Из этого неравенства и неравенства (14) немедленио вы- 
текает утверждение леммы. 


‚ Гармоническую меру © (2; &°, 0*), входящую в утвер- 
ждение леммы 3, можно просто вычислить. Действитель- 
но, нетрудно проверить, что функция 


ш (2) + ad —RFH)R~ (Но: 
VG—R+OR+V R—(R—Hz 


конформно отображает D° на угол S=[wi0 <argw< 2) 


$ 24. ОЦЕНКИ ГАРМОНИЧЕСКОЙ МЕРЫ 129 


причем разрез E° переходит при этом отображении в 
вертикальную сторону Н этого угла. По принципу гар- 
монической меры 


(2; E°, D*)"=.@(w(2); Н, 5), 


а последняя гармоническая мера, как мы уже знаем, 
равна : 


2 arg w (2). 


Поэтому с помощью несложных преобразований можно 
получить формулу 


(А —а}8 


(hp a) Ga)’ o<acr. (17) 


o(—a; £°, 0°) = = arctg 
Объединяя теорему 2.4.6 с леммой 3 и формулой (17), 
мы приходим к следующему результату: 
Теорема 2.4.7. Пусть область D представляет собой 


круг |2| < В с выброшенным из него множесгвом Е, 
а А — некоторое подмножество отрезка (0, В), имеющее 


меру 6. Если для каждого х © A на окружности |3| =.% 

есть хотя бы одна точка, принадлежащая множеству Е,то 
PR eee (В— |218 

о (2; Е, D> т arctg Whh)ek=o? 7ED. 


Проведенные выше рассуждения доказывают Teope- 
му 2.4.7 в случае, когда множество Ё состоит из конеч- 
ного числа кусочно-гладких кривых и конечного числа 
областей ограниченных такими кривыми, а множество A 
состоит из конечного числа отрезков. Однако с помощью 
аппроксимации и предельного перехода эти условия мож- 
но существенно ослабить. 


ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К $24 


1°. Пусть функция {(2) регулярна и ограничена в правой полу- 
плоскости и стремится к пределу А при 2- со по некоторой кри- 
вой, лежащей в этой полуплоскости. Доказать, что тогда f(z) стре- 
мится к пределу А при 2-+ со в любом угле, расположенном внут- 
ри правой полуплоскости. 
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2°. Пусть область D опнсывается неравенствами 


—©ю<5<+°, 9(2) < у < фз (=). 


Обозначим через ДР. пересечение области Dc полуплоскостью 
Rez < z, а через 0x — ее пересечение с прямой Rez = х. Доказать 
справедливость а 


© (6 0.) Be) < А exp (mer Re w (2) = Bes 


где w(z) — функция, конформно отображающая область D на поло- 
cyjIm w] < 7 таким образом, что Ве w(z) — Е co при Rez-> +0, 
3°. Пусть Е Ри D* описываются неравенствами 


о + ly—olz)] < 06), 


—® <<, || <0(1) 


* 
соответственно. Обозначим через D, и D, пересечения областей 


* 
Ри D* с полуплоскостью Rez < г, а через 0, и 0, — их пересе- 
чения с прямой Rez = z. Доказать; что 


© (5 6,, D,) <® (В Of, Dz). 


$ 2.5. Модули и экстремальные длины 


Наглядные теометрические методы оценок отнюдь не 
являются монополией гармонической меры. В этом пара- 
графе мы будем говорить о других геометрических мето- 
дах, которые дают возможность получать более тонкие 
и глубокие результаты, С их помощью мы получим, в ча- 
CTHOCTH, асимитотические формулы для конформных отоб- 
ражений. 


Начнем с ряда формальных определений. 

Пусть D — односвязная область, ограниченная про- 
стой замкнутой кривой. Четырехугольником De верши- 
нами A, А’, В’, В мы будем называть область D, на 
границе которой указаны четыре точки A, A’, В", В, 
записанные в порядке их следования по границе в поло- 
жительном направлении (указание первой точки тоже 
существенно). Дуги граничной кривой области D, распо- 
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ложенные между двумя соседними вершинами, мы будем 
называть сторонами четырехугольника. 

Модулем четырехугольника D с вершинами А, 
В’, В мы будем называть такое положительное число 
т = m(D), для которого существует функция w= w(z), 
конформно отображающая область D на прямоугольник 
0 < Rew < 1, 0<Imw < т таким образом, что 


w(A) =0, w(A’) w(B) =im, w(B’) =im+1. 


Если область D— это обычный прямолинейный пря- 
моугольник, а вершины четырехугольника Ди его сторо- 
ны совпадают с вершинами и сторонами в их обычном 
понимании, то модуль m(D) равен отношению длины 
стороны АВ к длине стороны AA’. 

Сопряженным модулем m*(D) четырехугольника D 
с вершинами A, A’, В’, В мы будем называть модуль че- 
тырехугольника Dc вершинами A’, В’, А, В. Легко ви- 
деть, ITO 


m(D)-m*(D) =1. (1) 


Среди геометрически простых областей почти чет та- 
ких, которые отображаются элементарными функциями 
на прямоугольник. Поэтому лишь для немногих четырех- 
угольников модуль может быть найден в элементарном 
виде. Слоит упомянуть, пожалуй, только один случай 
{отличный от прямоугольника). 

Нусть область D — кольцевой сектор 


г<|2| <АВ, 9 <argz<yp. 
Вершины четырехугольника D выберем следующим об- 
разом: 
А = Ве" А’ = ге®, В’ == ге*, B= Re”, 
Функция w == Ш 2 конформно отображает такой se a 
угольник на прямоугольник 


шг< Ви < ША, фо шит, 


причем образами вершин A, A’, В’, В четырехугольни- 
9* 
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ка D являются соответственно вершины 
InR+ ig, Inr+ig, Inr+ Hp, WR + ip 


прямоугольника. Поэтому мы получаем для модуля m(D) 
четырехугольника D формулу 


; = es 
т (В) = tu (tir) * 


Из-за малого числа элементарных примеров, где мо- 
дуль можно вычислить, не стоит пытаться усмотреть ка- 
кие-либо интересные геометрические свойства модуля не- 
посредственно из определения. Лучше пока считать это 
определение чисто формальным. В действительности ga 
этим формальным определением кроется очень своеобраз- 
ный геометрический смысл, позволяющий получать на- 
глядные и в то же время глубоко нетривиальные оценки 
для модулей четырехугольников. Для рассказа о нем нам 
потребуется некоторая подготовка. С этой целью мы вве- 
дем еще одно понятие — экстремальную длину семейства 
кривых. Оба понятия — и модуль, и экстремальная длина 
были введены замечательным шведским математиком 
Л. Альфорсом,. идеи которого пронизывают всю геомет- 
рическую теорию аналитических функций. 

Пусть нам дана неотрицательная функция p(2), опре- 
деленная для всех комплексных 2 и интегрируемая с ква- 
дратом по всей комплексной илоскости. С функцией р{2) 
мы свяжем метрику в комплексной плоскости, определив 
дифференциал длины дуги равенством 


ds = р(2) |42|. 


Ясно, что длина кривой Y и площадь области О в этой 
метрике выражаются формулами а 


lov) = {2 142, So(D) = | fp? (a deay 
x р 


(для длины кривой мы допускаем значение 1, (1) =- оо). 

Рассмотрим теперь некоторое семейство Г спрямляе- 
мых кривых |, лежащих в данной области D (и удовлет- 
воряющих каким-то дополнительным условиям, определя- 
ющим семейство Г). Экстремальной длиной семейства Г 
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мы назовем величину 
7. (Г) =sup finf lp (>, 
о Wer 


тде верхняя грань берется по всем метрикам, для которых 
функция р(2) удовлетворяет условию 


Sf р? (2) da dy <1. (2) 


Ty метрику, для которой верхняя грань в определении 
экстремальной длины достигается, мы будем называть 
экстремальной. Функцию (2), отвечающую экстремаль- 
ной метрике для семейства Г, мы будем обозначать че- 
рез рг(2). Ясно, что функцию pr(z) мы можем считать 
равной нулю вне области D и удовлетворяющей условию 


{fen (@) атау =1, 
р 


так как в противном случае мы могли бы увеличить зна- 
чение величины рр ($) умножением функции pr(z) на 
yer 


некоторую постоянную. - Нетрудно показать, что экстре- 
мальная метрика в сы = единственна. Действи- 
тельно, пусть р: (2) и р2(2) — функции, отвечающие двум 
Е метрикам. Обозначим 


р (2) = = (р (2) + P2 (2)), А(2) = + (Ps (2) — р» (2). 


Очевидно, что 


inf Lp (у) >t inf Ip, (у) + + inf lp, (y) =А (Г), 
yer yer 

a 

[рога + | [мод = 


со 


= 3) fot (2) dx dy + art 05 (2) dx dy = 4. 
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Если бы имело место неравенство 


со 


{{ a2@ axrdy > 0, 


—co 


то метрики, отвечающие функциям р:(2) и р2(2), He мог- 
ли бы быть экстремальными, Следовательно, 


$. Tear te (2))? dx dy = af arc (2) dx dy = 0, 


—90 


а это означает, что функции р1(2) и р2(2) могут отличать- 
ся лишь на множестве меры нуль. 


Теорема 2.5.1. Модуль четырехугольника De вер- 
шинами А, А’, В’, В равен экстремальной длине семей- 
ства Г, состоящего из кривых, лежащих в области D u 
соединяющих стороны АА’ и ВВ’ этого четырехугольника. 

Доказательство. Нетрудно заметить, что и мо- 
дуль четырехугольника, и экстремальная длина указан- 
ного семейства не меняются при конформных отображе- 
ниях области О. Поэтому нам достаточно доказать ут- 
верждение теоремы лишь в случае, когда четырехуголь- 
ник D является прямоугольником 


* = {2: 0 < Ве; < 1 0< Imz< my}, 


A=0, 4’=1, B=im, В’= т 1. 


В этом случае m(D*) = т. Найдем экстремальную дли- 
ну ^(Г) соответствующего семейства Г, которое состоит 
из кривых, лежащих в прямоугольнике D* и соединяю- 
щих его стороны (0, 1) и (mi, т - 1). 

Для оценки ^(Г) снизу возьмем 


2, zeD*, 


62) = 
0, z&D*. 


Тогда 
(Г) = sup {inf (> (iat lng (¥)) = ZL) 
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где [(\) — ввклидова длина кривой 1. Для кривых семей- 
ства Г имеем, очевидно, /(y) > m. Следовательно, 


(Г) > т. (3) 


Для оценки А (Г) сверху возьмем в качестве Y отрезок 
‘x, соединяющий точки хи д- т, где О<х<1. Для 
Paes iS 
любой допустимой функции р(2) имеем 
х- т 


inf To (¥) < lo (Ws) = i} р (5) 142 | = f p(x+ iy) dy. 
= A 


x 


Интегрируя полученное неравенство по 2 от 0 до 1, имеем 


inf lo (9) < | [р (2) dz ay, 
ver ‘р 


Отсюда, применив неравенство Буняковского — Шварца, 
мы получим в силу условия {2), что 


{intl (р < [ [0% @)dedy- | [ dedy<m. 


D* р* 


Это неравенство, справедливое для любых допустимых 
р(2), означает, что ^(Г) < т, и вместе с (3) оно дает 
нам, что A(T) = т. 


Заметим, что 13 наших рассуждений вытекает также, 
что экстремальная функция рг(2) для прямоугольника 
D* равна m-"*, Отсюда нетрудно вывести, что для исход- 
ного четырехугольника D экстремальная функция рг(2) 


равна m ?|w’(z)|, где и (2) — функция, конформно отоб- 
ражающая четырехугольник D на прямоугольник D*. 


Доказанную теорему легко ‚использовать для оценок 
модулей четырехугольников. Для начала отметим сле- 
дующий аналог принципа расширения области. 

Теорема 2.5.2. Пусть D’ u D— два четырехуголь- 
ника с совпадающими вершинами А, А’, В’, В. Если об- 
ласть 0’ является частью области D, но стороны АА’ и 
ВВ’ и четыретугольников О и D’ являются общими, то 
m(D é < m(D'), 
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Доказательство. Семейство Г, состоящее из кри- 
вых, лежащих в области D и соединяющих стороны АА’ 
и ВВ’, содержит аналогичное семейство Г”, в котором об- 
ласть D заменена на область 0’. Поэтому 


inf 10 (7) < inf Jp (7). 
yer yer” 
Отсюда непосредственно вытекает утверждение теоремы. 


Доказательство следующей теоремы совершенно ана- 
логично. 

Теорема 2.5.2*, Если вершины A, В и В’ четырех- 
угольника D фиксированы, то с приближением вершины 
А’ к вершине А модуль четырехугольника D возрастает. 


Рассмотрим два примера оценки модуля C использо- 
ванием теорем 2.5.2 и 2.5.2*. 

Пример 1. Оценим модуль, m(D) четырохугольника 
D, где область D описывается неравенствами 


a<z<b, 0/(2) < уж 62(z) 


(9; (х) и 02(5) — непрерывные функции), а вершины 
четырехугольника находятся в точках 


А =а- 92 (а), A’ =а-+ 8, (а), 
В' = b+ 9, (5), В = b + i82(b). 


Обозначим 


Of = max 0, (2), O; = min 0, (5). 
азх<ь axx<b 


Покажем сначала, что если 0} < 027, то 


b—a 


m(DY< 


Пусть 
А =а+ 85, Aj=a+i0t, Br=b+ 0}, B=b+iby. 


Рассмотрим два вспомогательных четырехугольника 2; 
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и Dy. Четырехугольник D, отличается от четырехуголь- 
ника D лишь тем, что его вершинами являются точки 
А, Aj, Bi, By, а четырехугольник О! имеет те же верши- 
ны, что и четырехугольник В |, но вместо области Э`у 
него прямоугольник 


a<a<b, Ob <y <7. 


Из теоремы 2.5.2* имеем m(D,)>m(D), а из теоремы 
2.5.2 — m(D;)>>m (D,), так что 


m(D) <m (Dj) = =“ 


Совершенно аналогичные рассуждения дают нам 
оценку 


b—a 
DS 
m(D) > eae 


для модуля четырехугольника р снизу. 


о В тех случаях, когда не удается применить теоре- 
мы 2.5.2 и 2.5.2*, иногда удается непосредственно приме- 
нить теорему 2.5.1. 

Пример 2. Пусть стороны AA’ и BB’ четырехуголь- 
ника D лежат на двух параллельных прямых, расстоя- 
ние между которыми равно А >> 0, а две другие ero сто- 
роны — это произвольно расположенные между этими 
прямыми кривые, расстояние между которыми равно 4. 
Оценим модуль четырехугольника Д снизу. 

Построим вспомогательный четырехугольник D, с 
вершинами A,, Ai, Bi, By, расположенными на тех же 
параллельных прямых, что и вершины четырехугольника 
р. Четырехугольник В, мы будем считать обычным пря 
молинейным прямоугольником. Его расположение и раз- 
меры мы выберем следующим образом. Найдем ближай- 
шие друг к другу точки бе AB и бе А’В’ (расстояние 
между ними равно d) и расположим прямоугольник Ш; 
так, чтобы точки 6 и 6’ лежали внутри него и чтобы их 
расстояние от сторон А.В и A By было не меньше A. 
Легко подсчитать, что для этой цели нам достаточно, 
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чтобы длина стороны А.А: прямоугольника О; была 
равна d+ 2A. Поскольку длина стороны A,B, прямо- 
угольника D, равна A, ero площадь. будет равной 
(d+ 2A)A.- 

Возьмем функцию p(2), равной с в прямоугольнике 
D, и нулю вне него. Для выполнения условия (2) мы 
полагаем 


= [(d+ 2A) Ay, 
Согласно теореме 1 


т (р) > ee Ip р, 


где Г — семейство кривых, лежащих в области D и co- 
единяющих между собой стороны AA’ и ВВ’ четырех- 
угольника D, 

Оценим 1(%\). Пересечение 1; кривой | с прямоуголь- 
ником О; непусто, так как О; по построению содержит 
отрезок ($, 6’), а каждая кривая Y=I обязана пересе- 
кать этот отрезок. При нашем выборе р(2) величина 1, (\) 
равна с/(“!), где (11) — евклидова длина. множества “1. 
Мы покажем сейчас, что [(\1) > A. 

Рассмотрим две возможности; или кривая Y целиком 
лежит в прямоугольнике D;, или она выходит за его пре- 
делы. В первом случае доказываемое неравенство нено- 
средственно вытекает из определения семейства Г, ибо 
расстояние между AA’ и ВВ’ по условию не меньше, 
чем A. Во втором случае множество ‘|! содержит связ- 
ный кусок кривой |, начинающийся в точке ее пересе- 
чения с отрезком (5, 6’). Таких участков — два, и хотя 
бы один из них кончается на стороне A,B;, или на сто- 
pone A,B, прямоугольника 01. По построению прямо- 
угольника D, этот участок имеет длину не меньше, чем А. 
Итак, в обоих случаях доказываемое неравенство спра- 
ведливо. ‚ 

Возвращаясь к 1[,(\), мы видим, что для всех ST 
имеет место неравенство : 


A \h 
1, (y) 2 ch = (+=) 
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п, следовательно, 


т (В) > 


d-+ 2А* 


При оценках модулей часто бывают удобны различные 
впдоизменения формул для экстремальных длин и для 
модулей. Мы отметим сейчас несколько , возможностей 
такого рода, 

Начнем с одного совершенно очевидного замечания. 
В определении экстремальной длины совсем необязатель- 
но рассматривать метрики, удовлетворяющие нормировоч- 
ному условию (2), Вполне достаточно требовать выпол- 
нение условия : 


со 


s.=[Torara>o р 


00 


Экстремальная длина Л(Г) определяется тогда слегка 
иной формулой ; 


inf (ly (yy 


А (Г) = зар 5 5 
р р 
Далее, как мы уже отмечали, экстремальная метрика 
равна нулю вне области D, если речь идет об экстремаль- 
‚ ной длине семейства кривых, лежащих в области Д. По- 
этому условие (2*) можно заменить условием 


5 (В) = [р(дагау> 0 (2**) 
D 
и написать для экстремальной длины A(T) формулу 
fi ton)! 
A(T) = а > (4) 


Эту формулу можно еще немного преобразовать. 
Обозначим через Аг такой класс метрик, для которых 
при всех \ = Г имеют место неравенства 


Int) 2 4, рек, (5) 
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Формулу (4) можно записать в виде 
№ (Г) = sup (5ь (В). (4). 
pekp 


Мы воспользуемся сейчас формулой (4*), чтобы на- 
писать еще одну полезную формулу для модуля четырех- 
угольника О. Мы даже выделим эту формулу в виде 
леммы. 

Лемма 1. Лусть D — четыретугольник с вершинами 
A, А’, В’, В, а Г* — семейство кривых, лежащих в облас- 
ти Du соединяющих между собой стороны. АВ и А’Б’ 
этого четырехугольника. Тогда 

т (В) = inf 5, (0), 


рЕКг* 


где Кг. — класс метрик, для которых 
(> yel*, pe Kr. 


Доказательство. Согласно определению экстре- 
мальная длина семейства Г* равна сопряженному моду- 
лю m*(D) нашего четырехугольника В. Поэтому инте- 
ресующая нас формула немедленно получается из фор- 
мул (4*) и (1). 


Во многих случаях бывает удобно пользоваться так 
называемой леммой Греча. Для ее формулировки мы опи- 
шем сначала некоторое построение. 

Пусть мы имеем четырехугольник De вершинами, 
которые мы обозначим через Ay, Ap, An, А». Рассмотрим 
следующее разбиение этого четырехугольника на п че- 


тырехугольников D,, К =1, 2, ,.., п. Выберем на сто- 
pone AoA, точки Aj, ..,, An-1 и аналогичные точки 
Aj, ...,An—1 на стороне АА». Мы будем считать, что 


номера точек A, и Ак отвечают порядку их следования 
по соответствующим сторонам четырехугольника О. Да- 
лее, каждую точку A, мы соединим с точкой A, простой 
кривой c,, лежащей в области D (теперь #=1,2,... 
... п— 4, но для единообразия мы можем обозначить че- 


рез Со и С, стороны AyAgm А„А» четырехугольника 2). 
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Все кривые С, мы`будем считать, попарно ненересе- 
кающимися, Эти кривые ‘разбивают область D на п об- 
ластей D,, k = 1, 2, ... п. Из этих областей мы и нолу-: 
чаем четырехугольники D, с вершинами в точках А, 1, 
Ан, An, А». 

Теорема 2.5.3. При любом описанном выше разби- 
ении четырехугольника D имеет место неравенство 


n 


m(D) > Х m (Dy). 


Доказательство. Пусть Г* — семейство кривых, 
лежащих в области D и соединяющих между собой сто- 
роны AoA, и АоА»„ четырехугольника О). Обозначим че- 
pes p*(z) функцию, отвечающую экстремальной метрике 
для семейства Г*. Согласно лемме 1 


т (В) = Sp» (В) = 3) Spx (Dj). (6) 
k=1 


Очевидно, что семейство Г* включает в себя аналогичные 


семейства Гь, построенные для му ТОЛЬяАНОЕ Dy. 
Поэтому 


pre ks Е, 2, ary 


и из леммы 4 вытекает, что 


` т (Dy) < So» (Dy), hater (7) 
Из формул (6) и (7) немедленно получаем утверждение 
теоремы. 


Покажем, как используется теорема 2.5.3 для оценки 
модулей четырехугольников. 

Пример 3. Найдем более точную оценку снизу для 
модуля четырехугольника, рассмотренного в примере 1. 

Область D для четырехугольника примера 4 описыва- 
лась неравенствами 


ax<r<b, O(xt)<y < O(z), 
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Мы разделим отрезок (а, 6) на п равных частей точками 


‘ a, =a-+—~(b—a), ВОт, 


и разобъем область D на п областей D,- прямыми, прохо- 
дящими через точки а» параллельно мнимой оби. Область 
р, можно описать неравенствами 


jp 32а, 01(1)<у< 92(х), 


а-вершинами четырехугольника D, являются точки А,-у, 
An—1, Ак, А», где 


4, — а, + 182(a.), А; =а, + 8, (а,). ` 


ини D, вполне подходят под категорию 
четырехугольников О, рассмотренных в примере 1, если 
положить а,-1 = a, а, = 6. Поэтому мы можем написать 
неравенство 


а ое) ==) ь 
где 
г (к) = max 0,(2), 9, (Es) = min  0,(2). 
Op — | SKU Oy 15а 
Согласно теореме 3 имеем 


т п 


m(D) > > m(D,) > ХА. 


kel С 82 (5) — Or( 


Переходя к пределу при п- ©, мы легко получаем не- 
равенство 


т (В) > | 0, = — т (=) * = (8) 


Ясно, что неравенство (8) существенно точнее нера- 
венства, полученного в примере 1. Однако и неравенст- 
во (8) далеко не всегда дает результат, близкий к исти- 
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не. Например, рассмотрим случай, когда область D пред- 
ставляет собой полосу а <х<3Ь с некоторым числом 
разрезов по вертикальным лучам, причем. имеются раз- 
резы, идущие вверх, и разрезы, ведущие вниз. В качест- 
ве сторон AA’ и: ВВ’ четырехугольника D мы возьмем 
прямые Rex =a и Rex = b. Нетрудно показать, что мо- 
дуль такого четырехугольника положителен и что он MO- 
жет быть сколь угодно большим, если разрезов достаточ- 
но много. С другой стороны, для любой такой области D 
мы имеем равенство 602(5) — 6, (1) = со, так что неравен- 
ство (8) не дает в этом случае никакой оценки. 


Лемма Греча очень удобна для оценок модуля, но она 
позволяет получать только оценки снизу. Конечно, для 
оценки модуля четырехугольника сверху можно оцени- 
вать снизу сопряженный модуль этого четырехугольника, 
но устройство четырехугольника часто позволяет естест- 
венные разбиения лишь в одном направлении (скажем, 
в четырехугольниках вида, рассмотренного в примерах | 
и 3, разбиение в другом направлении было бы пецелесо- 
образно). 

Для более тонких оценок модуля четырехугольника 
(как сверху, так и снизу, ибо для этого приема модуль 
и сопряженный модуль ничем не различаются) исполь- 
зуется другой прием. Он состоит в том, что мы строим 
отображение данного четырехутольника на прямоуголь- 
ник. Если удается построить конформное отображение, то 
мы получаем точную формулу для модуля. Отображение, 
не являющееся конформным, позволяет получить оценки, 
которые тем точнее, чем ближе построенное отображение 
к конформному. 


Мы докажем сейчас один результат подобного рода, 
который во многих случаях очень удобен в применении. 

Лемма 2. Пусть D — четырехугольник с вершинами 
А, А’, В’, В, а т(2)— действительная функция, непре- 
рывно дифференцируемая в замыкании области О. Если 
функция т(2) отображает область D на отрезок (0,1) 
таким образом, что сторона АВ четырехугольника О пе- 
реходит в точку 0, а сторона А’В’— в точку 1, то 


пе 7 
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Доказательство. Обозначим через w(z) функ- 
цию, конформно отображающую область D на прямоу- 
гольник G: 0 < Веш < 1, 0 < [пи < т таким ой, 
что 


w(A)=0, w(A’)=1, w(B)= im, “в (В’) =т + 1. 
Через z(w) мы обозначим обратную функцию. Положим 
Ве 2(и + &) = х(и, 0), Imz(u+iv)= у(и, v) 

и рассмотрим функцию 

2 (и) = §(u) = t(2(u + iv)). 

Функция t(z(w)) отображает прямоугольник С на отре- 
зок (0, 1) и переводит его сторону (0, im) в точку 0, 


а сторону (1, 1+ т) — в_точку 1. Поэтому при любом 
р=(0, т) имеем 


о-в» 
1 
[rma ИЕ Е (u) | du = | Ра ЗЕ Ри du 
| 


или 


2 
aa Sh 


i. 42 
Ot Ox дт ay 
Ox du бу ou 
0 


Применив к последнему интегралу неравенство Буняков- 
ского — Шварца, мы придем отсюда к неравенству 


Но 


Be oe 4 oe Sy 
Or ди Oy ди 


(Bplay err 
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” Поэтому | 
Fey +e) ьноразы 


Интегрируя это неравенство по параметру v ot 0 до т, 
находим | 


SSE) +(e) ee нота 


Сделаем замену z(w) = 2. Поскольку образом прямоуголь- 
ника С является область D, мы получим неравенство 


‘J [(S) +(S)faray>m. 


Согласно определению модуля т = m{D) мы пришли к 
утверждению леммы. 


ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К $2,5 \ 


1°. Пусть В — двусвязная область, а С; и С. — связные компо- 
ненты ее границы (мы будем считать, что каждая из них состо- 
ит более чем из одной точки). Обозначим через Г семейство кри- 
вых, лежащих в области D и соединяющих между собой различ- 
ные компоненты ee границы. Доказать, что функция p(z), 
отвечающая экстремальной метрике для семейства Г, имеет вид 
|2’ (2) 2 (2)], где ш(2) — функция, конформно отображающая об- 
ласть D на кольцо г < |2|< А. 

2°, Пусть р-связная область D ограничена простой замкнутой 
кривой Ср и еще р—1 компонентами Cj, ..., Ср-1. Выделим на 
кривой Ср две дуги E, и Е», не имеющие общих точек, и обозначим 
через Г семейство кривых, лежащих в области D и соединяющих 
между собой эти дуги. Доказать, что экстремальная метрика для 
семейства Г имеет вид |w’(z)|{dz|, где ш(2) — функция, конформ- 
но отображающая область D на прямоугольник 


0 < Веш <1 бб шо<т 


с вертикальными разрезами. При этом отображении кривая Ср 
переходит в границу прямоугольника, дуги Е; и Е› —в его гори- 
зонтальные стороны, а компоненты Cj,..., С», —в вертикальные 
разрезы. Е 

‚ 37. Пусть области Ри D* описываются неравенствами 


a a<az<b, |у—9(1)| < (2), 
10 м. A. Евграфов 
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‚ а<ё<ь |< 0(2) 


соответственно. Вершины A, А’, В’, В четырехугольников Ри D* 
мы выберем так, чтобы стороны АА’и ВВ’ у обоих четырехуголь- 
ников совпадали с вертикальными отрезками, входящими в грани- 
цы областей D и D*, Доказать, что m(D) > m(D*), 


$ 2.6. Отображения криволинейных полос 


Пусть $* (x) и $- (2) — две функции, непрерывно диф- 
ференцируемые при x >a и удовлетворяющие условиям 


gt (1) > @ (2) x>a 


lim (Ф+ (2)! = Pe. (97 (ту =%. (1) 


х>+> 


Через C* мы обозначим кривые с уравнениями 
у=ф: (2), ха 


а через 0, — прямолинейный отрезок, соединяющий точки 
+ (2) их 9" (2). 

Область D, ограниченную кривой C*, кривой С- и от- 
резком 6, (и содержащую каждый отрезок 0, при x > а), 
мы будем называть криволинейной полосой. Область D 
можно описать неравенствами . 


zr>a, g(z)<y<@r(z). 


Hac будут интересовать конформные отображения 
двух криволинейных полос друг на друга, при которых 
бесконечность переходит в бесконечность. Ясно, что для 
этого достаточно изучить конформные отображения про- 
ИЗВОЛЬНЫХ криволинейных полос на некоторую канони- 
ческую. Такую каноническую полосу Р мы сейчас и оп- 
ределим, 

Пусть & — некоторая конечная простая кривая, ле- 


fe л we 

aman в полосе | Im w| <u соединяющая между собой 

ee граничные прямые. Мы обозначим через Р часть по- 
д 4 - 

лосы | п и | < --, лежащую справа от кривой 4. 
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Всюду в дальнейшем мы будем обозначать через 
W(z) функцию, конформно отображающую область D 
на. область Р так, чтобы образом бесконечности была 
бесконечность, а образом отрезка 0, — кривая J. Согласно 
теоремам о конформном отображении эти условия одноз- 
начно определяют функцию (2), так как они задают 
образы трех граничных точек. 

Функцию, обратную к (2), мы.будем обозначать 
через Z(w). . 


Наряду с функциями p*{c) мы будем использовать 
функции 


0 = 97 ® —9-@), ТТИ. (2) 


Легко видеть, что 0 (5) — длина отрезка 0.. 
Введем еще область Dap, где а За < В, описывае- 
мую неравенствами 


<<, |9у—9()1<-- 00). (3) 


Иными словами, область Da,» — это часть области D, ле- 
жащая в полосе © < Ве 2 < В. Мы будем рассматривать 
также четырехугольник Да, в с вершинами A, A’, В’, В, 
выбранными таким образом, чтобы сторона AA’ совпа- 
дала с отрезком 6, а сторона ВВ’ — с отрезком 6в. 


Лемма 1. Положим ^ 
ut (x) = sup Вей’ (2), и- (2) = inf Ве (2). (4) 
2= вх 2=6х 


Для модуля т(Р.в) четырехугольника О.в имеют 
место неравенства . 


— (В) — ut (a) +В — um 
и (B = (a <m де Hs (a) 


Доказательство. Обозначим через 1, образ отрез- 
. ка 0, при отображении w == W(z), Очевидно, что фор- 
мулы (4) равносильны формулам 
ut (2) = зар Rew, ши (x) = inf Rew. (4*) 
Е мех 


10* 
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Образом четырехугольника Da. при отображении ш = 
= W(z) является четырехугольник Са, вырезаемый из 


п 
полосы [Im w [< кривыми J, и 5 — образами сторон 


AA’ и ВВ’ исходного четырехугольника О.в. При кон- 
формных отображениях модуль не меняется, Tak что 
имеем равенство т(В.,,} = m(Ge,s). Из формул (4*) 
видно, что четырехугольник Gas содержит прямоуголь- 
ник - 


Сов = [w: | tm w | <> ut (a) < Rew < и- (6)} 


и содержится в прямоугольнике 


быв = [и Паш |< > и- (a) < Rew <ut ®) 


Поэтому . 
т (Ga,n) <m (Рав) < т (быв). 


Вычисляя модули прямоугольников Go,g и Ga,p, мы при- 
ходим к утверждению леммы. у 

Замечание, Если и-(В) < и*(), то прямоугольник 
Со.в отсутствует и связанные с ним оценки неправомер- 
ны. Однако это не является помехой доказательству, так 
как при и` (8) < и*() написанная в лемме оценка сни-. 
зу бессодержательна. 

Лемма 2. Для функций u*(x), определенных фор- 
мулой (4), имеет место соотношение 


lim {u+ (x) — u~ (x)} = |x], 
x--+-00 


где х — величина, входящая в условие (1), 
Доказательство. Области О u P, как легко про- 


верить, имеют в бесконечности острие (см. $ 2.2). Поэ- 
тому из теоремы 2.2.7 ‘вытекает, что 


arg Z’ (и) — yp, wo, weP, (5) 


Выясним, как связаны между собой величины фр и х. 
С этой целью заметим, что болышие положительные зна- 
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чения ш лежат в области P, и что при и-—> --со имеем - 


и 


arg Z (и) ~ arg { Z (t) dt ~ arg 2' (и) > yp 


Uo 


согласно (5), поскольку 2(и)- оо при u—->-+oo. С дру- 
гой стороны (и) ЕО, а из условия (4) нетрудно вы- 
вести, что 


arg z—arctgx, t+o, Е. 


Сравнивая две последиие формулы, мы получаем искомую 
связь 


=. (6) 

Заметим еще, что из формулы для производной обрат- 
ной ‘функции вытекает соотношение 

arg W (2) > — pp, ее rep, (7) 

Рассмотрим теперь кривую [. — образ отрезка 0, при 


отображении w== W{z). Параметрическое уравнение 
этой кривой можно написать в виде : 


w=s(y), Ф (2) <у<9*(т), 
rye 


s(y)= (=). 


Отсюда мы легко получаем для т(у) — единичного векто- 
ра касательной к кривой 1, — формулу 


= (у) А = exp {> iargW’ (c+ 1) 


Из этой формулы и из формулы (7) видно, что 


arg t(y) > > — $, aa +=. 


Иными словами, при больших положительных х кривая 
1. мало отличается от прямолинейного отрезка, пересе- 


кающего полосу | п w| <= под углом + — $. Поэтому 
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мы легко получаем утверждение леммы из формул (4*) 
и (6). 


Следствие. Если область симметрична относитель- 
но действительной оси, то 


lim {ut (x) — и (2)} =0. 


х>--® 


Во многих случаях бывает нолезна грубая оценка для 
величины и` (В) — и*(%), не требующая почти никаких 
предположений о функциях M(x) u 0(5х). 

Лемма 2*. Пусть g(x) и 0(1) — произвольные не- 
прерывные функции. Если выполнено условие 


в ‘ 


ds о 
023 
то имеет место неравенство 


В 
u- (8) — ut (a) >a) — an. 


a 


Доказательство. Обозначим через Gz, образ об- 
ласти О.» при отображении № = 7 (2), а через № и &— 
образы отрезков 0. и 6». Ясно, что ([, и ls — простые кри- 

7 
вые, лежащие в полосе |Imw| < “yp исоединяющие меж- 
ду собой прямые, ограничивающие эту полосу. Область Gz, в 
п 
вырезается из полосы | Пи ш| < > кривыми 1 oh. 

Рассмотрим четырехугольник Gas, являющийся обра- 

зом четырехугельника Р..в при отображении w=W(z), 


и четырехугольник Сев, получающийся из него переме- 
ной роли сторон. Согласно определению сопряженного 
модуля (см. начало $ 2.5) имеем 


m* (ви,в} = т (быв) =m (рав). 


+. 


В примере 2 $ 2.5 мы рассматривали четырехугольники, 
аналогичные aerepexyronseianty Ga ‚в, и получили нера- 
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венство для их модулей, которое для нашего случая при- 
нимает вид 


в 


где 4 — расстояние между кривыми м и ds (расстояние, А 
между параллельными сторонами четырехугольника Gu, В 
в нашем случае равно л). С другой ‘стороны, в приме- 
ре 3 $ 2.5 мы рассматривали четырехугольники, анало- 
тичные четырехугольнику Д.,‚, и получили для их моду- 
лей неравенство, которое в нашем случае имеет вид 


т (Da,p) > i= 6 ($) 


a 


Поскольку согласно определению сопряженного модуля 
m*(G)m(G) =1, мы получаем, что 


: в 
+1 >] 55 

л 
a 


Из геометрических соображений видно, что 
и- (В) —и* (а) >=4—п 


если d2>x. Отсюда сразу следует утверждение леммы, 


Заметим, что доказанную лемму можно истолковать 
как асимптотическую оценку для действительной части 
функции (2), конформно отображающей область D на 


полосу | Im ш|<-. 


Следствие. Если область D описывается неравен- 
ствами 


г>а, |y—@(al<+ 0), 


где p(x) и 0(х) — произвольные непрерывные функции; 
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удовлетворяющие условиям 


== 00, 


9 (2) >0 esq | 


то 


Ве | (2-я = +04), -ьы, 


равномерно по у при х+ уерР. 
Действительно, ‘нам достаточно взять в лемме 2* 
x 


ds 
а == а, В == т. Условие [> 3 при достаточно боль- 
а 
ших x будет выполнено ввиду предположения о расходи- 
мости интеграла. 


Теперь мы можем перейти к получению асимптотиче- 
ских формул для функции W(z) при z-> со, 2еЕР. Нач- 
нем с доказательства наиболее простой формулы для 
функции Ве’ (2). 

Теорема 2.6.1. При выполнении условия (1) с х=0 
справедлива асимптотическая формула 


x 
Re W (x + iy) ~ x | Vip? tet s+ wed. 
a 


Доказательство. Из лемм 1 и 2 видно, что инте- 
ресующий нас вопрос сводится к`получению асимитоти- 
ческой формулы для модуля четырехугольника Д.,. при 
х— --0. Действительно, возьмем произвольную точку Zo 
на отрезке 0,. Тогда мы получим из лемм 1 и 2, что 


Re W (x + iy) — Re W (z,) = tm (Dax) + О (1), х-+ >, 


равномерно по у при x+iyeD. Если 
т (Da,x) — + 00, &-+ =, (8) 
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то написанная формула означает, что 
Re W (x + iy) — m(Da,x), и +=, х+шер. (9) 


Следовательно, нам остается получить асимптотическую 
формулу для модуля m(D,,.) и убедиться в справедли- 
вости соотношения (8). 
Оценку интересующего нас модуля снизу мы факти- 
чески уже нашли в примере 3 $ 2.5. Она имеет вид 
i 


ds, 
m (Dou) > | aes (10) 


Для оценки модуля сверху мы воспользуемся леммой 2 
$ 2.5. Рассмотрим функцию 
ре 499) 
T(x -+ ty) = 7 tay 
Ona определена во всей области D и непрерывно диффе- 
ренцируема в ее замыкании. Легко проверить, что функ- 
ция t(2) отображает область Она отрезок (0, 1), причем 
всю кривую С- она переводит в точку 0, а всю кри- 
вую С*—в точку 1. Ясно, что эта функция совершает 
подходящее отображение четырехугольника Дь, „. Соглас- 
но лемме 2 $ 5 справедливо неравенство 


полк (ана 


a,x 


дт\*, far)? _ tt gel уе ла 
(=) +() 8 (2) ~~ Fe) Ф' (2) 0 (2) + 
—~ ot Г 
ts ly wise 8”? (2) 


и потому это неравенство можно записать в виде 
1 
50(3) 


x 2 
Cf 1+ 97%(s) — o (9) OS *(s) 
m (Dox) < | (ео, oo =) п} asa. 


iS — 3008) Be, 
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Вычисляя интеграл по $, мы приходим к неравенству 


( К О-о" 
т (Da,x) <-> +f— 2 — ae de, 
Из условия (1) с x=0 имеем 
Q’ (х)—0, Q’ (x) > 0, г, (42) 
Из (12) следует, в частности, что 
0 (2) =0(2), а 
откуда вытекает, что 
x 
а | 
{fs +0, ee ы (19) 
а 


Отсюда в силу неравенства (10) вытекает справедли- 
вость соетношения (8). Кроме того, из (12) и (13) пе- 
трудно вывести, что 


, # х 
(2 o2(8) + 87 (8) a | as 
—— $ =0 on , x +0, 


a 


Поэтому из неравенств (10) и (11) вытекает аспмитоти- 
ческая формула 
* 
ds 
m (Dea) ~ \ ae, x + 0, 


а 
‘ 


Эта формула вместе с формулой (9) дает нам утвержде- 
ние теоремы. 


Замечание 1. В действительности, рассуждения, 
проведенные при доказательстве теоремы, позволяют по- 
лучить значительно больше. Именно, заменив a и х на 
произвольные о и В, мы можем утверждать, что авимито- 
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тическая формула 
в 


ReW (В+) —ReW (a+ wy')~ a} es 


« 


справедлива при любых a и В, удовлетворяющих усло- 
виям 


а<а< в, Во 


8 
а. 
| tay E> 9 
a 


где с— произвольная положительная постоянная. При 
этом асимитотическая формула имеет место равномерно 
по уиу’ (разумеется, при условии, что a+iy’=D и 
B+iyeD). 


Замечание 2. Предположение теоремы, что усло- 
вие (1) выполняется с х==0, не очень существенно. Но- 
вернув область D на угол ф==агоех, мы получим об- 
ласть, удовлетворяющую условию (1) уже с х=0. На- 
писав для новой области асимптотику отображающей 
функции, а затем возвратившись к прежним обозначени- 
ям, мы без труда получим асимптотическую формулу для 
общего случая. Она имеет вид 


х 
Ы 


Вей’ (2 + iy) — (1 +H) | С 


2 


Наша следующая задача — исследование асимптотиче- 
ского поведения функций W’(z) и Im W(z). 
Область, описываемую неравенствами 


z>a, |у-9(1)|<5.0(2), — 0<n<t 


мы будем обозначать через Г», Ясно, что О! — это cama 


456 ГЛ. П. КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 


область D, а при 0<и<1 область D* лежит внутри об- 


ласти О. Мы будем использовать также обозначение О, в» 
смысл которого аналогичен. 


Теоремы о функциях ИЙ”’(2) и ImW(z) мы ` будем 
формулировать только для случая х==0. Поэтому. выпи- 
шем для ссылок несколько формул, относящихся к этому 
случаю. | 

Прежде всего, напомним, что при х==0 имеем 


8 (2)>0, $’(т)->0, < жж. (1) 
Отсюда легко вывести, что 
9(2) —0(1) = 0(0(z)), Ф(2) — $(1) = 0(8(z)), 


когда : 
д> to, |x—t| <K-6(2), (15) 


rae А — произвольное фиксированное число. 
Далее, при доказательстве леммы 2 мы установили, 
что i 


arg W’ (2) +0, t>0,7ED (10) 
(опять же, если х=0). 
Лемма 3. Пусть выполнены условия 


бер бер» [$—6|<М.0(Веб), (17) 


где О < и <1и М> 0-— какие-либо фиксированные по- 
стоянные. Тогда 


—1, t>o, te DH, 


причем стремление к пределу равномерно no 6’, удов- 
летворяющим условию (17). : 
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Доказательство. ‘` Хорошо известна формула 

Шварца '} 
= wag A 7 Е dt 
Р-Р [| О-о, 
в иг] =R 

позволяющая -восстановить функцию F(z), аналитиче- 
скую в круге по значениям ее мнимой части V(z) на ок- 
ружности этого круга. Из формулы Шварца легко полу- 
чить оценку у ? 

max | F(z) — F(2,)|< 


It—24] <r 


R+r 
Rory, 


max |V (z) — V (2,)|: 
—701SR 


Функция arg W’(z) является мнимой застью функ- 
ции шИ’(2), аналитической в области О. Из фор- 
мул (15) нетрудно усмотреть, что круг 


H, (6) ={2: [2—6] < №0 (Веб)}, te pM, 


лежит в области О, если ^<1—и, а Re€ достаточно ве- 

лико. Поэтому из существования предела функции 

arg W’(z) легко вывести утверждение леммы, правда, 

только для случая, когда M<i—p. Очевидная формула 
Й (21), И (a) W (29) 


Wa) We) °° Wa) 


позволяет перенести утверждение на случай любого М. 


Теорема 2.6.2. Если выполнено условие (1) с х = 
= 0, то при любом фиксированном p, OS в < 1, спра- 
ведлива формула 


W’ (2) ~ zo, га pe, 


nx 
‘ 6 (Ве z)’ 


Доказательство. Для каждой точки z&D" по- 
ложим ¢ 


tp = a+ K+ 8(2)5 х = Rez. 


*) Ee вывод можно найти на стр. 173, 
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Из формул (15) нетрудно усмотреть, что 2к = О" при 
любом p’>>p, если А фиксировано, а х — достаточно ве- 
лико. 


Напишем 
2K 2K 


W (2x) — W (2) = [тож-то. | WO ae, 
J (2) 
z z 
В силу леммы 3 из написанной формулы вытекает, что 
и (2к) — W(2)~ (2g — 2) W’ (2), g7~, ге DE. (18) 
Заметим теперь, что согласно формуле (15) 
Ве2к x-+KO(x) 
ds ; ds 
[97| зи KOM aR += 
Rez x 


В силу замечания 1 к теореме 1 справедлива формула 


Вегк 
ReW (ск) — Ве’ (я | и ак. 
Rez e 


Принимая во внимание, что для всех 2=D очевидно 
л - 
справедливо неравенство |{m W (2)| < J) можем написать 
неравенство у 
|W (2x) — W (2) —aK|< m+ a(1), z+, ze DE. 
Вместе с формулой (18) это неравенство дает нам 
> ; 
[t—8(2)W' (2) |< р +0(4), :-%, ce 5%. 
Поскольку К произвольно велико, мы приходим отсюда 


к утверждению теоремы. 
Теорема 2.6.3. Если выполнено условие (1) с x= 
=0, то 
e+ £ Oe) 
{ |W’ (e+ is rey dy =o(1), х-+®. 


9—5) 
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Доказательство. Пусть 0< и < 1. Обозначим че- 
pes [,=1,(2) отрезок 


@(z) —160(2) <и<9(2) + 4 82) 


* 
и введем еще обозначение Jy = 1. 
Имеем очевидное равенство 


W (x + + (x)) — W (x + im (2)) =i { W’ (x + ty) dy. 
Учитывая, что ; 
Im W (x + ip* (2)) = +> 
мы получаем | 

(Re W" (x + iy) ау=л-+о(4), «>> 


qh, 


В силу формулы (16) отсюда следует, что и 


(ие мау а 0, rote, 
I; 

Далее, из теоремы 2.6.2 очевидно нетрудно вывести, что 
[weet д) [ду = ль 0), к 
Ty 


при любом фиксированном и, O<p<1. Следовательно, 


[17-99 =2А-№ +00), #++ы 
м 


Рассмотрим очевидное неравенство 


||’ (x + ty) — 


ео 


J |W" (2+ ne 
ty ty 
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Первый интеграл в правой части этого неравенства по 
теореме 2.6.2 равен o(1), а второй не превосходит 
2n({1—p)+0(1). Поскольку число и можно взять сколь 
угодно близким к единице, мы приходим к утверждению 
теоремы. 


Теорема 2.6.4. Если выполнено условие (1) с x= 
=0, то имеет место асимптотическая формула 


P fits ; y— 9 (2) 
Im W (@ + iy) = 1 Я +0(1), 


справедливая при х -> 4-00, х + iy =D, равномерно по у.. 
Доказательство, Пусть 5+ ше р. Тогда по 
определению 


(9) — 4 092) <y < O(a) +5042. 


В силу очевидных равенств 


Im W (x + ig- (x) = -5- 


у. 
W (z+ iy) — (@ + ig-(2)) =: | W (e+ я) @1 
HF Oe) а 
мы можем написать 
уе 
Im W(x + iy) — aa < 

и 

< J |w@+m—S|an 


1 
$(х)— > B(x) 


Отсюда в силу теоремы 2.6.3 немедленно получаем наше 
утверждение. 


Асимптотическая формула для Im W(2r+iy) облада- 
ет достаточной точностыо практически для любых при- 
ложений. Что касается формулы для Ве W(x + iy), полу- 
ченной в теореме 2.6.1, то во многих случаях она оказы- 
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вается слишком грубой. Ее остаточный член имеет вид 


Е & 
ds , 

| as) et 

ae ae: 
а интеграл, стоящий под знаком о, при всех допустимых 
0(х) стремится к + сю. Естественно возникает желание 
получить асимптотическую формулу с остаточным чле- 

‘wom o(1) и для всей отображающей функции И (2). Это 
возможно, но, разумеется, при более суровых ограниче- 
ниях на функции g(z) и 0(х). В одном довольно важном 
случае интересующая нас формула может быть получе- 
на без преодоления новых трудностей. 


Теорема 2.6.5. Пусть область ) симметрична отно- 
сительно действительной оси, а функция 09(х) помимо 
условия (1) удовлетворяет еще условию 


со 


9”? 
i OO ds <. (19) 


a 


Тогда имеет место асимптотическая формула ‘ 


х 


ds 
9 (5) 


W(r+iy)=a + in у Ао, 
> р 1) 

a 
20е \,— некоторая действительная постоянная. Эта фор- 
мула справедлива при 1 — +, x + iy =D, равномерно 
по у. 

Доказательство. В силу теоремы 2.6.4 (а она 
в условиях доказываемой теоремы заведомо справедлива) 
нам достаточно доказать лишь асимптотическую формулу 


Re W (e+ = | i +h + 0(1) (20) 


для функции Ве W(z). 
Из лемм 1 и 2 следует, что 


Ве W(p-+iy) —Ве W(a+iy’) =лт (Ве. ,) о(1) (21) 
11 м. А. Евграфов 
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при любых «и В, удовлетворяющих условиям 
а<В, ао. 


Неравенства (10) и (11), полученные нами прп доказа- 
тельстве теоремы 2.6.1, можно записать в виде 


В В 
» [a ds 1 (07 (5) 
\ x0) <m (Das) < |" +o) GS as, 
a a a 


так как для симметричной области D функция ф(2) рав- 
на нулю. Из этих неравенств-и из предположения (19) 
следует, что 


8 
m (Das) = | i +o(1), Ва, ato, 
a 


а отсюда согласно формуле (21) мы получаем 
в 
Re W (6 + iy) —ReW (a +iy')=a 45+ o(1). (22 


a 


Используя формулу (22) и критерий Kom, негрудно 
убедиться, что функция : 


х 
ReW (e+ iy) — J gt 


a 


пмеет при х -* +-00,x+iy =D конечный предел, незави- 
сящий от у. Обозначив этот предел через A, мы придем к 
формуле (20). 


Замечание. Если область 0) не является симмет- 
ричной относительно действительной оси, но 


© 


"2 (; а 
jae ae ° ee 
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то все рассуждения, проведенные выше, остаются в силе, 
и мы получим ту же самую формулу для оотбражающей 
функции. 


Получение столь же точной асимптотической форму- 
лы для случая, когда условие (23) не выполнено, значи- 
тельно труднее: Трудность связана с тем, что между 
оценками для модуля сверху и снизу (формулы (11) и 
(10)) возникает зазор, и нужно найти новый подход к 
оценкам модуля, чтобы суметь ликвидировать этот зазор. 
Об одном из таких подходов и пойдет сейчас речь. 


Мы начнем с нового способа задания области О. 
Пусть С° — некоторая простая кривая, а 


| 2=6 (5) 0<s<e0 . 
— ее параметрическое уравнение, где в качество пара- 
метра $ выбрана длина дуги этой кривой, оточитываемая ` 
от ее начала. Функцию 5(5) мы будем предполагать 
дважды непрерывно дифференцируемой. 

Обозначим через n(s) комплексное число, изображаю- 
щее единичный вектор нормали к кривой’ С° в точке 6 ($), 
а через e(s) — кривизну кривой С° в той же точке. Из- 
вестно, что 


n(s)=it/(s), = (8) (3). (24) 


Пусть %, (5) и \- ($) — две положительные при $ >0 
функции, a v(s) — пх сумма. Мы будем предполагать, что 


У ео, . 1>0. (25) 


На нормали к кривой С° в точке €(s) отложим отрезок 
длины v,(s) от точки €(s) в сторону ‘положительного на- 
правления нормали и отрезок длины v-(s) — в сторону 
отрицательного направления. Весь отрезок мы будем обо- 
значать через Vs. 

Две бесконечно близкие нормали пересекаются в цент- 
ре круга кривизны, радиус которого равен |[e(s)|~!. 
В силу условия (25) отрезки у. при достаточно близких 
значениях $ не пересекаются. Мы потребуем дополни- 
лельно выполнения условия: 

(А) Отрезки у, и vi He ‘пересекаются ни при каких 
различных значениях зи Ss’, 

14* > 
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Если выполнено условие (25), то можно предложить 
простые достаточные условия для выполнения усло- 
вия А. Например: 

Если имеёт место неравенство (25) и абсолютная ве- 
личина изменения функции агоб’(5) на любом отрезке 
кривой С° не превосходит x/2, то условие А выполнено. 


Пусть условие А выполнено. Тогда при изменений $ 
от нуля до бесконечности концы отрезка V, описывают 
простые кривые С+ и С- с параметрическими уравне- 
ниями 


= 5($) +vs(s)n(s), 2=5(5) фу-(5)п ($), в, 


соответственно. 

Мы будем обозначать через D область, ограниченную 
отрезком Vo H кривыми Ct и С- (ту из двух, которая со- 

` держит все отрезки vy, при s>0). 

Через Dip мы обозначим часть области О, заклю- 
ченную между отрезками ух и Vp. Вместе с областями 
Dap мы будем рассматривать четырехугольники Дал, 
вершины которых А, А’, В’и В выбираются таким об- 
разом, чтобы стороной AA’ стал отрезок Va, а сторо- 
ной ВВ’ — отрезок vz. 


С областями, определенными таким способом, естест- 
венно связать систему координат ($5, #), где $ и { связаны 
схиу (или с 2=5--й/) формулой 


2=6(5) Н 15’ ($) (26) 
(s u ¢— действительные числа). 
Легко видеть, что в координатах (s, #) область В; в 
описывается неравенствами 
a<s<p, ~—v-(s)<t<v,(s). ` (27) 


В общем случае нельзя написать явное выражение $ 
и { через 2. Однако через $ и $ все необходимые `форму- 
лы пишутся без труда. 

Дифференцируя равенство (26) и-иснользуя соотно- 
шения (24), мы находим, что 


2 = (1—е()006), B= it’). 
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Отсюда легко получаем формулу для якобизна | 


и, У) 4 A(z, =) 
fe wae 1 ews (28) 


йе ой 0 ой 
0—2 Oe 2 Oy’ Еж 
мы легко найдем, что 
д 4 С ($) 9 _ ВЕ ТА 
< тыр a7 re eu 


Новый способ задания области D во многом аналоги- 
чен прежнему. Роль отрезков 0. играют отрезки ‘Vs, 
* 
а роль четырехугольников D,,. — четырехугольники Ва, в. 
Утверждения, аналогичные леммам 1 и 2, доказываются 
почти дословно так же. Из них совершенно такими же 
рассуждениями выводится, что 
> * 
Re W (2) — Re W (2’) = лт (ра) + 0 (1) (30) 
при 3 , 
Е \, 2) E Vary a> а’, a + +00, 


Takum образом, как и прежде, задача сводится к оцен- 


* 
кам модуля четырехугольника — теперь До. в. 
Лемма 4. Ебли выполнено условие (25), то для мо- 


* 
дуля четырелугольника Dag справедливы неравенства 
В 


* ds 
т (05) | 224. (31) 
& Te (5) +) 


и 


4 ФУ @ 
ts a te) aE) vay |4 
(32) 
Доказательство. Возьмем на отрезке (a, В) точки 


Я =... 39,1 < 9, = В. 


т( ев) < 


= 
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Согласно теореме 3 $ 5 имеем неравенство | 
3 
т (Ба, > т (Ри). 


При малых значениях 5—5’ четырехугольник Do, мож- 
но рассматривать как кольцевой сектор, где центр коль- 
ца совпадает с центром круга кривизны, а радиусы коль- 
ца равны 


r= lag Op -=lat-O| 


Модуль кольцевого сектора легко вычисляется (см. из- 
чало $ 2.5), и мы имеем 


WDE) а 


1 1 +8 ($) у_ (<) и их а. 
"te (s) Va(s) 


Переходя к пределу при измельчении разбиения, мы по- 
лучаем (31). 
Чтобы получить оценку (32), рассмотрим функцию 


р. 2)) +t (2) 
а, зер, 


где s(z) и #(=) — функции, неявно определяемые фор- 
мулой (26). Из формул (27) видно, что функция т(2) 
отображает любую из областей Рав на отрезок (0, 1), 
причем граничную кривую С- она переводит в точку 0, 
a граничную кривую С+— в точку 1. Согласно лемме 3 
$ 5 имеем неравенство 


(а | [| Разау, (33) 
Dann 
Из iat (29) находим 


ot 7 LY (s) t-+ v_ (ЗУ, (8) — м, (8) У’ (5) 
9: = УР (5) TO 8) Ч —=65)9 


и, “sap во внимание, что |5’(з) | =1, получаем | 


at ИУ РЕ 6) - 
А я [< <a + [v7 () +. ‘(| И ew . 


$ 2.6. ОТОБРАЖЕНИЯ КРИВОЛИНЕЙНЫХ ПОЛОС’ 167 


Сделав в правой части неравенства (33). замёну пере- 
менных интегрирования (2, у) на ($, #), мы получим, 
учитывая формулу (28) для якобиана этой замены, что 


в Y4{s) ы. 
m(Di,p) — | На 45 < 
a —\ (5) 
в *, (8) 
я we (¢ + v_(s)]* м, (s)]? 
<J J ен ОНР OF ae as, 


Отсюда, используя предположение (25), выводим, что 


У (8) 


m(Di,p) — | | Ot atas< 


G —% (8) 


в v0) 
<2 | { У (s)] ЕР раде, 
a VG 


vt (5) 


Выполнив интегрирование по $, придем к неравенет- 


я 
ву (32). 
Теорема 2.6.6. Если выполняется неравенство 


[в ($) [%(5) << 1, =>, (34) 
и условия 
J er(s) v(s) ds<oo, [eee а, (35) 
0 2 0 


TO имеет место асимптотическая формула 
ReW (2) =a | (0-е Фа), 
0 


где } — некоторая постоянная. B этой gopuyze s—> +00, 
4 зе=у„ и она справедлива равномерно по +=». 
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Доказательство. В силу (34) справедливо ра- 
венство 


1+- 8 (5$) 9. (5) _ ; A ь 
оо =: 9) +2 (8) ¥(8) Iv, (8) — VAS) + 
+ О (e* (5) v¥(s)). 
Поэтому формула (31) при любых O<a<$ дает нам 


3 В 
т(Рхв) > >| a 


В 
| ё (5 
и TIP) = Edo 


soem 


и при a< $8, «> +00, мы получаем согласно первому 
из условий (35), что 


в 
т (Db, nafs } ($) —%. (ТС as + (1). 


) 


С другой стороны, из формулы (32) и второго усло- 
_вия (35) мы получаем, что : 


В В 
* ds 4 
m(Dio)<\ 3.9 Sarde + ott) 
a a 
при тех же условиях на © и В. Следовательно, 


m (Рё) = | tf Iv.) —v (ES as + 0), 


a 


а в силу формулы (30) 
Re W (2) — Re W (z’) = 


a 

={ ds ™ 
= 99 F 
oA : 


когда ZEVa, 2’ Е, а аа’ и &а- 0, Поэтому 


® 


wet 


Jt @- v (9122 +00), 
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функция 
Г | @) 
Rew (да {84 [| @ —v- ISR ab, sem 
0 0 


имеет (согласно критерию Коши) предел при s—>+oo, 
Обозначая этот предел через A, мы приходим к утверж- 
дению теоремы. 


С помощью теоремы 2.6.6 нетрудно получить асимн- 
тотические формулы для отображающей функции и в слу- 
чае, когла область D задана первоначальным способом — 
через функции 0(5) и $(х).’Для этого следует взять в 
качестве C° кривую y==@(z), записать ее уравнение в па- 
раметрическом виде с длиной. дуги в качестве параметра 
и выразить все требуемые величины через функции P(x) 
и 0(5). Проводить все эти операции в общем виде не 
очень целесообразно, так как в явном виде эти величины 
не выражаются, а при замене их асимптотическими фор- 
мулами имеется слишком много различных возможнос- 
тей. В конкретных задачах подобный переход не пред- 
ставляет особого труда. 


На протяжении всей главы мы делали много излиш- 
них предположений о гладкости тех или иных функций 
(или граничных кривых областей). Это делалось ради 
большей прозрачности изложения. ?Келающие познако- 
миться с более точными результатами могут найти их 
в более специальной литературе. По вопросам, относя- 
щимся к асимптотике конформных отображений, можно 
рекомендовать интересную и содержательную статыо ка- 
надского математика С. Варшавского, имеющуюся в рус- 
ском переводе (Сборник переводов «Математика», т. 2, 
Ne 4, 1958). 


Заметим еще, что в некоторых отношениях теорема 2.6.6 
налагает на область D даже более слабые ограничения, 
чем теорема 2.6.1. Скажем, в теореме 2.6.6 область D не 
обязана асимитотически подходить к некоторому лучу. 
Она может уходить в бесконечность даже по спирали с 
бесконечным числом витков. Было бы интересно (вероят- 
но это не очень трудно) получить в условиях теоре- 
мы 2.6.6 асимптотические формулы для функций И” (2) 
и Im W(z). 
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ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К $2.6 


4°. Пусть С- и C+— две простые кривые, идущие из точки 
== 0 в бесконечность, не пересекая друг друга и оставаясь в угле 


л 
[аб 2| <^< 5. Область, лежащую в том же угле п ограничен- 


ную кривыми C~ и Ct, мы обозначим через О. При этих условиях 
пересечение области D с прямой Rez = х при любом т > 0 не- 
пусто. В этом. пересечении содержится конечное число отрезков, 
у которых один конец лежит на С-,а второй — на C+, Мы обозна- 
чим через 0, тот из них, концы которого расположены ближе все- 
го к началу кривых С- и С+. Длину отрезка 0x обозначим через 
6(2). Через (2) мы обозначим функцию, конформно отображаю- 


a 
щую область D на полосу | Imw| <> 2 таким образом, что 


Re W (2) > —®, 0, ЕР 
Re W (:) > + ®, 2-ю, ге. 
Доказать, что. 
x 
ds 
Вей (@ + iy) > п aa + 0(1), х-+{ о, x+ tye D. 
a 


2. Пусть область D описывается неравенствами 
В 4 
= z>a, |у—$(2) |< 504), 


а функции g(r) и 0(х) удовлетворяют условиям 
lim g’ (2) = lim 0’ (2) =0; |0(2)|<е<о; 
х>--> X-++-00 
оо we 
fur (x)| +|0" (2) |) 4 < <, (2 4х < ®. 
а 


Обозначим через W(z) функцию, конформно отображающую об- 


л 
ласть D на полосу |1 ш | < 7 таким образом, что Ве И (2) © 
у 2 разом, 


при 2 —+ ©, д =. 
Доказать, что тогда имеет место асимптотическая формула 


, 4 2” y— $ (2) 
Webinar) EO о 4+9, | 


где ^ — некоторая действительная постоянная. Формула справед- 
лива при х-+ + co, х- iy ] D, равномерно по у. 


° Глава НГ 
МЕТОДЫ ТЕОРИИ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 


$ 3.1. Шкала роста целых функций 


Как известно, целыми функциями называются анали- 
тические функции, не имеющие особых точек в конечной 
части плоскости. Они образуют сравнительно узкий, но 
важный подкласс всего класса аналитических функций. 
Однако для исследования большинства вопросов и этот 
подкласс слишком широк: слишком мало содержатель- 
ных закономерностей может быть сформулировано для 
всего класса целых функций. Обычно при формулировке 
результатов приходится выделять более узкие классы. 
В большинстве вопросов теории целых функций естест- 
венно производить деление целых функций на классы по 
их росту. Это деление может быть более тонким или бо- 
лее грубым в зависимости от наших надобностей. 

Простейшей классификацией целых функций по ро- 
сту является следующая. ~ 

Порядком целой функции F (2) мы назовем Число 


— InilnM 
р = На 2 = ai ‚ где Мр(г) = max|F (2)|. 
й lel=r 


T+00 


Если порядок Целой функции равен р, то это означает, 
грубо говоря, что F(z) растет, как е'?. Bee целые функ- 
ции, растущие медленнее, чем er при любом &>0, мы 
называем целыми функциями, нулевого порядка, а все 
функции, растущие быстрее e™* при любом «>0,— функ- 
циями бесконечного порядка. Такая классификация явно 
приспособлена для изучения целых функций конечного 
положительного: порядка. ‘ 
. Часто такого деления бывает недостаточно. 7 


Пусть функция k(r), определенная для всех достаточ- 
но больших положительных. значений г, положительна, 
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монотонно возрастает и логарифмически выпукла. Если 


— ШМр (г) 
lim XG) 


го 
то мы будем говорить, что целая функция F(z) имеет 
рост №(г). Если при этом o>0, то мы будем говорить, 
что функция F(z) имеет точный рост равный h(r). (Этот 


термин не eae oe общемринятым; чаще используется 
nh (г) 
функция р (г) = т, которая называется уточненным 


порядном.) 


=0 < оо, 


Введенное понятие роста целой функции позволяет 
провести более тонкую градацию в делении целых функ- 
ций на классы, чем понятие порядка. Эта градация будет 
более тонкой не только для функций нулевого и беско- 
нечного порядка, но и для любого конечного порядка. 
Например, целые функции с точным ростом # (г) =г и 
h(r) =гШшг имеют один и. тот же порядок р = 1. 


Условие логарифмической выпуклости функции #№(г), 
означающее, что гй’(г) монотонно стремится к --с, на- 
кладывает некоторое ограничение на скорость стремле- 
ния функции h(r) к бесконечности. Действительно, из 
логарифмической выпуклости функции #(г) нетрудно вы- 
вести, что №(г)Лпг— со. Это ограничение не сужает 
класса целых функций, если мы исключим из рассмотре- 
ния многочлены. Это видно из хорошо известной теоре- 
мы Лиувилля: 

Теорема 3.1.1. Пусть г» — +00 при Ё -= оо. Если 


Mp (к) =0 (1%), Ва, 


то целая функция F(z) является многочленом степени не 
выше a. 


Несмотря на общеизвестность теоремы Лиувилля мы 
сейчас ее докажем. Нам будет удобнее доказать даже бо- 
лее сильную теорему, которая понадобится нам в даль- 
нейшем. ; 

Теорема 3.1.2. Пусть: {"»} — произвольная последо- 
вательность положительных чисел, стремящаяся к беско- 
нечности. Если . : 


Re F (ге?) = O(r4), h-+ +00, 
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при всех действительных ф равномерно no Ф, то F(z) — 
многочлен степени, не превосходящей a 
Доказательство. Пусть 


S 


F(z) = 3} a,2". 
n=0 


Сначала мы установим одну формулу, И = вос- 
становить F(z) по ее действительной части и(2). Так как 


и (8) = Re F (2) =-- (F (9 + F@), 


TO мы можем написать формулу 
2 
С другой стороны, нетрудно убедиться, что 


10 „|. 
Ве =1+2У: 2"R"e int. 1:1 < В. 


„10“ 
Ве" — n=0 


Перемножая эти два ряда и почленно интегрируя их 
произведение но 0, от —л до л, мы убеждаемся в сира- 
ведливости так называемой формулы Шварца 


Ро =tin FO + gt fu (nel?) 0, риса 


Дифференцируя эту формулу р раз, получаем 


a 
КР) р! 20 210409 . 
Е” (2) = RAS | ие) в рн 
—п 
Положим теперь R=r,, p=[a]+1 и устремим k к бес- 
конечности. Из условия Ве 9) =0(г#) легко нолу- 
чаем Р‘?(2) = 0. Следовательно, F(z) — многочлен сте- 
пени не выше р — 1. Теорема доказана, 


Наиболее часто встречается случай, когда точный рост 
является степенью г, т. е. №(г) =. Функции точного po- 
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ста г? называются функциями порядка р и конечного ти- 
па. Если к тому же р==\, то их называют функциями 
экспоненциального типа или целыми функциями вонеч- 
ной степени. у 

Функции экспоненциального типа встречаются в при- 
ложениях чаще всего. 

Рассмотрим знакомые нам целые функции с точки 
зрения их роста. Функции е*, cosz, sinz являются функ- 
циями Вии АиАН О, типа, так ma для них M,(r) 


равно соответственно е", (er + cy, - = (er —e7"). 


Функция Бесселя J,(z : порядка п при целом п>0 
тоже является целой функцией экспоненциального типа. 
В этом можно убедиться с помощью формулы (6) $ 1.6, 
которая при фиксированном п справедлива для всех 
комплексных 2. 

Функции то и (2—1)5(2) тоже целые функции 
первого порядка, но они уже не являются функциями 
экспоненциального типа. Из оценок, полученных в $ 1.4 
(примеры 3 и 4), следует, что точный рост этих функций 
равен г шг. 

Функция 


©. 


B, (2) = >) —* — 


n=) Г (= + 1) 
Е e 


согласно оценкам, полученным в $ 1.5 (пример 4), име- 
ет порядок р и Tun 1. 

Методом $ 3.2 можно строить примеры функций, 
имеющих точным ростом очень широкий класс функ- 
ций h(r). 

Поговорим, кстати, о функциях, которые разумно вы- 
бирать в качестве В (г). Ясно, конечно, что поскольку 
имеет смысл определять точный рост лишь с точностью 
до ‘асимнтотического равенства при г-> OO, TO мы можем 
считать функции #(г) сколько угодно раз дифференци- 
руемыми. Но имеются разумные основания требовать от 
функций h(r) и гораздо большего. Дело`в том, что функ- 
ции h(r) дают нам шкалу. роста, и естественно выбирать 
в качестве шкалы нацболее простые и правильные функ- 
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ции, скажем 
.. . ce, B 
т (In r)®, er (In r)® (In In ry, ee Unie ., 


Практически так и поступают. За исключением приме- 

- ров, придуманных специально для этой цели, мы никог- 
да не встречаем функций, для которых в качестве точно- 
го роста нельзя взять комбинацию показательных функ- 
ций, степеней и логарифмов. Однако с теоретической 
точки зрения такой подход к выбору h(r) доставил бы 
много неудобств. Каждый раз пришлось бы выяснять, 
выражаются ли получающиеся интегралы или обратные 
функции асимптотически в том же виде. Поэтому часто бы- 
вает проще обходиться теми минимальными‘ требованиями, 
которые мы наложили выше. Тем не менее повышение 
требований на h(r) может сильно упростить доказатель- 
ство (или даже просто сделать его возможным). В таких 
случаях будем накладывать ограничения без всяких ко- 
лебаний. 

Наиболее часто мы будем предполагать, что h(r) = 
== (г), где U(r) — так называемая аналитическая мед- 
ленно растущая функция, т. е. такая функция, которая 
регулярна и непрерывна в области |2| 2a, largz| Sa, 
и для которой 

, 
Им 5 т {a} —10; 
2-20 (5) 


(Значения [(=) на двух сторонах разреза | ‚ —а) не 
обязаны совпадать.) 
Заметим, что если [(2) — аналитическая медленно 


растущая функция, то такова и’ функция 


4} - 
Ares) __,"@ 


Gs) 


(медленно растущие фуннции не обязаны возрастать, они 
могут быть и убывающими, и колеблющимися): ‘ 

Примерами аналитических медленно Е функ- 
ций могут служить | и 


Te? так Kak 
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(Inr)*, -e<a<@ (InInr)%, -e<a<a 
ecarininn? а<1.. 


Докажем две леммы о медленно растущих функциях, 
на которые мы часто будем ссылаться в дальнейшем. 

Лемма 41. Пусть [(2) — аналитическая медленно рас- 
тущая функция. При любом с == 0 


1(¢2) = (2), zoo, arg 7] < — | аго с |. 


Доказательство. По определению медленно расту- 
щей функции 
Г (2) 1 
Trey = Fl ds > zo, larg :| < п 


Поэтому 
cz 


1 Г (0 
ше = | iat - |+ +) at =o), 


так как контур интегрирования в последнем интеграле 
можно взять отстоящим от точки 2 ==0 не меньше чем 
на C,|z|, а длиной не больше С›|2|. Следовательно, 


le) ро) ь 
Tz) ‚ И лемма доказана. 


Следствие. Если ® (т) = Кг), то при любом с #0 
h(cr)~ ch (г), roto, 


=e 


Замечание. Теми же средствами. легко показать, 
что при < и < © и при достаточно больших 2 
1(и2) 
1 (2) 
каково бы ни было 2 > 0. | 
Лемма 2. Пусть (г) — аналитическая медленно рас- 
тущая функция и Фф(и) — абсолютно интегрируемая Е 
отрезке «©, со) функция, регулярная в области |u| < 
largu| <a, и удовлетворяющая условиям (1 > 0) 
—1 
1® (м) = О(|и | у и-—0, larg ul < я 


[9 (| =0(и *~), ut o, 


<Mee Ч, 
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+ © 

| ~ ф (и) аи = { @(u)du+o(1), z+, larg 21 <x. 
а 0 

z 


Доказательство. Возьмем какие-либо a>0 и 
пА > аи разобъем первый интеграл на четыре части: от 
a a a 
= AO [по окружности [и| = Tay’ OT [a] RO % от а до 
А пот А до ©, Эти интегралы обозначим соответственно 
1 
через Jy, 1), Jo, 13. Так как I(z) и ij Растут медленнее 


любой степени, имеем Zp = O(|2|-*[1(z)]-!) = о(1). Для 
[о (согласно лемме 1) можем написать 


@ (и) du + о(1). 


| 


a 


Для оценки Г! п J3 BoabMem & == и воспользуемся за- 


мечанием к лемме 1. Это даст 


ы ы a 
tl a2 2 
пением +A ) 
Так как @ произвольно мало, а А произвольно велико, 
то мы получаем утверждение леммы. 


Деление целых функций на классы только по их росту 
не единственная возможность, 

В теории обобщенных функций получили широкое 
распространение классы целых функций совершенно дру- 
гого рода. . 

Пусть g(x) и p(z)— две положительные на интерва- 
ле (0, 00) выпуклые книзу (т. е. p(x) и (xz), монотон- 
но возрастая, стремятся к --<о при х-— -- оо) функции. 
Мы будем ВИТ что целая функция Ё(2) принадле- 
жит - классу W, oy) ‚ если при каких-либо положительных 
a,b, М й : ри crs 


In| F(z +iy)| <—(afz|)+y(oly|)+u (A) 
Полезно иметь в виду, что если F(z) удовлетворяет 
12 м, А. Евграфов . 
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‚ неракенству 

Inj F (e+ iy) |< — Са] =) + СФУ) + М, с. с,> 6, 
: ©). 

то она удовляетворяет и неравенству (1) (конечно, с не- 

которыми другими а, би М). Действительно, при С < 1 


имеем Сф(2) < (7), так как 1$(2)2>0, а при С>1 
имеем 


4 


(Са) = (CA) + [тои = 


С. 


ф' (и) du = 


~ 


= (СА) +6 [Wy (Cu) dud y (CA) ЕС 
р А 


>—ъв 


sy (CB) — CR) > AR) et; 4-64 (2) 


в сплу монотонного возрастания (x). Аналогичные pac- 
суждения справедливы и для P(x). 

Наиболее Часто рассматриваются простейшие классы 
W3, отвечающие случаю o(z)=2", р 1, 4(т) == 2, 
а> 1. у 

Классы W oy устроены более сложно, чем классы 
функций данного точного роста. Так, например, уже вопрос 
о том, содержит ли класс ТК хотя бы одну целую функ- 
цию, отличную от тождественного пуля, является не 
вполне тривиальным. Об этом мы будем говорить в $ 3.5. 

К функциям (2) и (5) в полной мере относится 
все, что мы говорили о функциях й (г). 


ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К $ 3.1 


4°. Пусть F(z) — целая функция конечного порядка. Показать, 
что F(z) и Р’(2) имеют один и тот же точный порядок и тип. 

2°. Показать, что если целая функция конечного порядка не 
имеет нулей, то она равна е?‹:), где р(2) — многочлен. 

3°, Пусть А (и) = (ши) “(в и), а > 0, Показать, что 


А (м) du Inz ^(2) _ 
(и 2 a+!’ . Zoo, larg 2] <л. 
а 
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4°. Пусть 4(2) = (Ш 2)® (в 2),-@ > 0. Показать, что _ 
| я : : 
Im A (ty) ~ 7 у^ (y)s yrio, 


5°. Показать, что умножение на степень и дифференцирование 


BY) 
не выводят из класса И’). 
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Поскольку целые функции часто задаются степенны- 
ми рядами, бывает полезно уметь судить о росте целой 
функции. по ее коэффициентам. Вопрос о связи роста це- 
лой функции и убывания ее коэффициентов изучался 
многими авторами с самых различных точек зрения. Мы 
приведем несколько результатов в двух основных направ- 
лениях. 

Результаты первого направления приспособлены, глав- 
ным образом, для чисто практических целей, т. е. для 
возможно более точного определения роста целой функ- 
ции с довольно правильным поведением коэффициентов. 
Содержание таких результатов состоит в следующем. 

Дана некоторая очень правильная функция, скажем 
e” являющаяся мажорантой для |Ё(2)|. Мы находим 
столь же правильную мажоранту для |а»|, где 


Е (2) = 3) 4,2". 
n=0 


Второе направление преследует другие, гораздо более 
отвлеченные цели. В результатах этого. и 
ищется связь не между мажорантами |F(z)| и lanl, 
а между самими этими величинами. Здесь Bene за- 
дача в том, чтобы выяснить соотношения, остающиеся при 
любой ‘неправильности поведения Qn. 

Методы исследования, употребляемые в обоих направ- 
лениях, элементарны, Они основаны на следующих двух 
неравенствах; 


| MOS Blah? О 
129° 
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дающем оценку М»(г) сверху, и 
My (т) > шах |а„|г", (2) 
a) . 


дающем оценку M,(r) снизу. | 

Неравенство (1) очевидно, а неравенство (2) полу- 
чается из формулы Коши для коэффициентов степенного 
ряда 


непосредственной оценкой (мы уже говорили об этом в 
начале § 1.3). 

Докажем сначала несколько результатов первого на- 
правления. | 


Теорема 3.2.1. Пусть F (2) = Ха". Если 


Tim My (ге = М; (3) 
7100 
то . ` 
Tim leal()* <M, 4) 
Ti | an |( Jr V2xpr> М. (5) 
пП-оо ope 


* 
Доказательство. Из неравенства (2) имеем 
1 
: п т 
[а„| <minr~"M,(r). В частности, при r= (=? оно дает 
r>0 ор 


нам 
1 


(5) 


Но согласно условию (3) 
n 


м, (= “F< (ar + o(f (1) e? oom 
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поэтому 


В 
6 


(М -- о") 5, вы 


ope 


откуда и получаем неравенство (4). 
Неравенство (5) докажем от противного. Допустим, 
что оно неверно. Тогда при некотором & >> 0 и при всех 


п > по мы имеем неравенство 


M—e 
Ia, |<— 
Bars 

‘. =.) V 2лрп 


Согласно формуле Стирлинга для гамма-функции (см. 
пример 1 $ 1.2) знаменатель этой дроби асимптотически 


п 
п гр 
равен РГ (++ 1} Г. Поэтому мы можем написать 


п 
[И oF, n>, 
г (5+1) 


С помощью неравенства (1) получаем 


ee pe 
Mrir)< а ys +00") = 
n=0 рГ [ — + :] 
р 
М ( t 
== F,\ о +0 (=). 


Но функция р (2) = ——___—__ исследовалась нами 
: nao Г ($ + 1) 
р 
в$ 1.5 (пример 4), где мы выяснили, что EZ, (г) — ре”. 
Следовательно, полученное неравенство дает нам 


Мрь(г) < (М — в.) е°'? (1 + 0(1)), T+ 00, 
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Нш M; (r) ие <M—e,, 


г->оо 


а это противоречит условию (3). Нолученное противоре- 
чие доказывает справедливость неравенства (5). Теорема 
доказана, . 

Неравенства (4) и (5) в формулировке теоремы уточ- 
нить нельзя. Чтобы убедиться в этом, достаточно рас- 
смотреть две функции; 


Для обеих функций справедливо равенство 


lim Мр (г) ©" = 1. 


т-+® 


Как легко проверить, для коэффициентов функции F(z) 
имеет место знак равенства в (5), а для коэффициентов 
функции Р2(2) — знак равенства в (4). 

Инотда бывает удобнее следующая форма теоремы 
3:2:4. 


Теорема 3.2.2. Пусть F (2) = Ха». Если 
n= 


Tim |, le PV Bom =М, 
то 


Tim М (г) ео"? < М 


Тт—оо 
lim Мр (r) е-°'7р У ЭлогР > М. 


Эта теорема доказывается совершенно теми же рас- 
- суждениями, что и предыдущая. 

При доказательстве теоремы 3.2.1 решающую роль, 
сыграло To, что для функции Ё›(2) мы знали и асимпто- 
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тическое поведение Е’ (") = тах | Е› (2)| при го и 
[= 


асимптотическое поведение ее коэффициентов при п -+ oO, 
Используя функции, которые строятся в $ 4.4, мы смог- 
ли бы доказать результаты, аналогичные теоремам 3.2.1 
и 3.2.2, с заменой ov? на любую #№(г). Результат, анало- 
гичный теореме 3.2.1, выглядел бы так, 

- Ws условия 


Tim Mp (r) e~®) = М 


следует 2 


Tim [ал [и (n)" eK) <M 


п-> 


Н 
Tim | a, [и (идеи Изя + Ur ER” (> М, 


где г(п) — функция, обратная к гй’ (г). 
Иногда бывает удобнее пользоваться следующей тео- 
ремой. 
Теорема 3.2.3. Пусть Р (2) = У a,2". Если 
п=0 


lim r-° In Mp (г) =0, | (6) 


T3700 


TO 
4 4 1 


Tim и? | а, [* = (серр (7) 
n>oo 


и, наоборот, из (7) следует (6). 

Доказательство. Нам достаточно показать, что 
из (6) следует (7) с заменой знака равенства на знак 
< и что из (7) следует (6). также с заменой знака ра- 
венства на знак <. 

Если (6) выполнено, то при любом = > 0 и при всех 
г (за счет выбора достаточно большого М.) 


Mr (r) < Ме ter, 
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п теорема 2.2,1 дает нам р 
п n 
ja,|< Mn °{(o +e) ep}. 


Так как г > 0 произвольно мало, то отсюда следует 
1 # 1 

Tie r 5. 

lim n®| a, |" < (cep). 

пью . 


С другой стороны, если выполнено (7), то при любом 
& > Он при всех п (опять за счег выбора №.) 


п 
[ag |< Me V Заря (SEM, 


и теорёма 3.2.2 дает нам 


Tim Л р (r) eo"? < М.. 


‘оо 


Так как € >> 0 произвольно мало, то отсюда следует 


limr~° In Др (г) < 0. q 
ть 
Тем самым теорема доказана. 

Используя функции, построенные в $ 4.4, мы могли 
бы установить и теоремы, аналогичные теореме 3.3.3, од- 
нако нетрудно убедиться, что результат может быть по- 
хожим лишь для функций конечного порядка. Действи- 

1 


5 
тельно, Ipn-p—O или при poco величина (ep) пере- 
стает зависеть от @ разумным образом. 

Перейдем к результатам второго направления. Oc- 
новной отличительной чертой этих результатов является 
введение функции 


г) = тах | a, |r” 
Be (г) oT al ’ 


© 
дающей величину максимального члена ряда F (2) = da, 
ы > n=0 


на окружности |2| =r, Функция цг(г) элементарно свя- 
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зана с последовательностью |a,| и в то же время по сво- 
им свойствам близка к функции М,(т). Именно связь 
между pr(r) и Ms(r) является содержанием теорем вто- 
рого направления. Докажем простейшую теорему такого 
рода, 

Теорема 3.2.4. Для целой функции F(z) конечного 
порядка справедливо соотношение 


In и» (г) ~ In М»(т). (8) 


Доказательство. Возьмем число 4 большее, чем 
порядок F(z), Тогда Мь (г) < Ме"? в согласно теореме 


3.2.1 lon «м (2) Положим = n(r)= 1е(2т)". Тогда 


У м, "< м У, (22)? <M > "< 


n>n(r) n>nmr) n>n(r) 


и, следовательно, 


Ме (г) < Dt Jan [< M+ = Ja, |" < 
n=O nen(r) 
<M + (n(r) +1) pe (). 


С другой стороны, неравенство (2) дает пам М»(г) > pe(r), 
так что 


i In we (r) < In Me(r)S In pe(r) О (Пак). 


Но если F(z) не многочлен, то по теореме Лиувилля 
(теорема 3.1.1) имеем шг = 0(ш М,(г)). Значит, если 
F(z) не многочлен, то соотношение (8) справедливо. Так 
как для многочлена оно и подавно справедливо, то теоре- 
ма доказана. 

Из доказательства видно, что если соотношение (8) 
и нарушается для данной функции бесконечного порядка, 
то оно нарушается для тех г, для которых и цг(г) и М» (г) 
малы по сравнению со средним уровнем их роста. 

В связи с теоремами второго направления естественно 
возникает задача об оценке |a,| по pr(r). Для обсужде- 
ния этой задачи мы введем еще одно полезное понятие, 
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Пусть функция ф(х) определена для достаточно боль- 


ших хи ve) _, + 00° при х-—> оо. Функцию ” 


Ф@® = se (48 — 9 (2) 


мы назовем двойственной no Юнгу с функцией (z). 
Лемма 1. Функция $(&) выпукла книзу. 
Доказательство. Ограничимся случаем, когда 

Q(x) непрерывно дифференцируема и любой отрезок (0, A) 

можно разбить на конечное число участков монотонности 

ф’ (x). Мы можем написать 


$(&) = (Е) — o(x(€)), (9) 


+ 


где 2«(&)—HekoTopbrit корень уравнения $’(х)} = &. Из 
геометрических соображений ясно, что функция 5(Ё) пе- 
убывающая и что 2(&)—> < при &— +00. Действи- 
тельно, по определению gp(—&) прямая у—(5(Е)) = 
==§(c—2z(&)) лежит ниже кривой у = g(x). Поэтому 
прямая, проходящая через точку (5(=), $(5(Е))), с уг- 
ловым коэффициентом & > &, может пересекать кривую 
y = p(x) лишь при x > 5(Е). Это тем более верно отно- 
сительно прямой у — p(x(§1)) = (2 — 2(Ё1)), лежащей, 
по определению @(E;), еще ниже. Значит, х(Е1) > x(E), 
а стремление x(§) к -+0o следует из того, что в против- 
ном случае кривая у == @(x) лежала бы слева от неко- 
торой вертикальной прямой. 

Функция 2(&), вообще говоря, разрывна, но из пред- 
положения конечности числа участков монотонности @ (x) 
вытекает, что число разрывов х(&) тоже конечно (па лю- 
бом конечном интервале). Из ae me геометрических 
рассмотрений видно, что если z(§) непрерывна на интер- 
pane (1, г. то g’(z) монотонно возрастает на интерва- 
ле (2(51), 2(52)). 

Возьмем Е и Е--Й на одном интервале непрерывности 
x(&). Тогда из (9) получаем 


рр и 


тде 2(5) < а < (Е №). Но x(&) монотонно возрастает 
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на интервале (€,§ +h), так что 
m= 2(Е + 0%), $’(21) = +0 (0<8<1. 


Следовательно, Ф(Е) дифференцируема на участках не- 
прерывности «(&), а в точках разрыва 2(Ё) имеет пра- 
вую и левую производные, т. е. Ф(&) абсолютно непрерыв- 
на п g’(§)==2(§) почти всюду. Так как функция 2($) 
неубывающая и 2(5)-+ {оо при &-> +00, то (8) вы- 
пукла книзу, что и требовалось доказать, 

Лемма 2. Функция Ф(=2) совпадает с функцией 
ф* (2) — наибольшей выпуклой функцией, не превостодя- 
щей ф(х). В частности, если’ p(x) выпукла книзу, то 
Ф(2) =9(т). 

Доказательство. Допустим сначала, что ф(х) 
дважды непрерывно дифференцируема и ~’(x) монотон- 
но возрастает. Тогда 


(8) = x(8)§ — $(2(#)), 
где x(&) — функция, обратная к $’ (2), п 
$0 = 8 (t)— $0), 


где &(x)— функция, обратная к '(®). Но 9 (Е) = 2(8), 
так что (2) = g(x), п мы получаем 
= ~ 
Ф( = tg’ (9) — O(¢' (9) = 

= te’ (1 — «(9 (1)) (+ 9 (z(9' (O)) =e). 
Чтобы доказать это же утверждение для произвольной 
выпуклой книзу функции g(x), заметим, что ее можно 
сколь угодно точно приблизить дважды непрерывно диф- 


ференцируемыми функциями (x) и $2(52) с монотон- 
ными производными, причем так, чтобы 


| фи (2) < p(x) < $2 (2). 
Но из этих неравенств очевидно следует 


92 (Е) << 9(, 
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и по той же причине 41 (2) < $(2) < qa(2), т. е. $1 (2) < 
< g(x) < ф2(2), Так как @i(x) и $2(т) сколь угодно 
близки к Q(z), то мы получаем ф(2) = ф(2) для любой 
выпуклой книзу G(x). 


Если не требовать от @(z) выпуклости книзу, TO мож- 
но написать 


(8) > 28 —9() pee 


откуда ясно, что 


(2) >—Ф®> а, $(®)} =9 (2). 


Таким образом, Ф(т) < $(2} и функция Ф(=) выпукла 
книзу (по лемме 1). Если g(x) — любая выпуклая кни- 
зу функция, не превосходящая_ $(2), то из неравенства 


41 (2) < p(x) получаем Gi(8)> Ф(&) п $1 (2) < $(2), т.е. 
а, Следовательно, Ф(2) = ф*(2), и лемма до- 
казана. 

Теорема 3.2.5. Пусть (5х) — некоторая выпуклая 
книзу функция, а ф(х)— функция, двойственная с ней 
по Юнгу. Тогда из соотношения 


In pe(r) S ф(ш г) (10) 
следует 
ша, | < —ф(п) | (11) 


и, наоборот, из (11) следует (10). 
Доказательство. Из формулы 


In pr (г) = max {ш| a,|-+ 2 Inr} 
п>0 


видно, что функция Ш и„(е') является двойственной по 
Юнгу с функцией —In|a;x,|. Теперь утверждение теоре- 
мы сразу получается из леммы 2. 

Все, что мы делали выше, применимо не только для 
оценки роста степенных рядов. С тем же успехом мы 
могли oe оценивать, например, рост интегралов. В ка- 


р 
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честве примера такого рода рассмотрим задачу о преоб- 
разовании Фурье функций из класса wey (см. конец 
$ 3.1). 

Теорема 3.2.6. Если Р (2) = И! u Ф (2) — преоб- 


разование Фурье фуйкции F(z), то Ф (2) + И’ м 
Доказательство, Имеем 


@(2) = [Ре 
Но при фиксированном 1 
РЕЧИ) = О (е-9@)), #+ %, 


так что интеграл для Ф(2) можно брать по любой apa 
мой Im ¢ = п. Поэтому 


D(z + iy) = | Е (§ + in) ТЕ, 


00 


п, выбирая 1 так, чтобы х и y были одного знака, по- 
лучаем 


со 


| ® (x + iy) |< Me~milsit¥em \ e— Hal) НИЕ < 


— со 


„или a 
<M, min {eM z1+90)) max 
a ь В 


где 
o _1 
г 508) 
M,=M ета 
Значит, согласно определению @(2) и (yy 


пня} 


Но в $ 3.1 мы видели, что функция. удовлетворяющая 
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x 


такому неравенству, удовлетворяет и неравенству 
1Ф (2-54) | < Mz exp {—$(а [21| ) +9 (dil y|)}. 


$ (и) 


Следовательно, Ф (2) = Wi). Теорема доказана. 


ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К $ 3.2. 
1°. Пусть № (г) = rel(r), 0 < р < oo, Показать, что если 
Tie 


tro hr) \ 


то 
4 iL 
Tim (п) |a,| = (aep)”, 
n—rco 
и наоборот. (Здесь k(n) — функция, обратная к 1 (г).) 
2. Пусть F(z) — целая функция конечного порядка р. Пока- 
зать, что, каково бы ни было е > 0, существует последовательность 
Гл —> оо, для которой 


Mp (Py) < (0 +8) Ия нь (,) Me (4). 
3°. Пусть F(z) — произвольная целая функция. Показать, что, 
каково бы ни было 2 > 0, существует последовательность гл-» оо, 
для которой 7 
in 
Map (ra) < Вр 7x) [в Be (ь)]? $ 
4. Пусть # (г) = (Inr)#/(inr), где @ > 1, и Кг) — медленно pac-_ 
тущая функция. Показать, что если р 
— ШМр (7) 
hin So se 
reo (Г) 


то 


ee = et (ac) #—! 
кей ninr(ay = а } <) у 


п наоборот. (Здесь г(п) — функция, обратная к rh’(r).) 
- 6% Пусть целая функция F(z) принадлежит какому-либо клас- 
cy Иу. . Положим 1 


| Fi) = { Пей» * 
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и введем обозначения: 


МУ (у = max |2 (2). Ш’ = шах ||, 
2] <у —©<х<® 


Показать, что 
In ply (у) ~ In МУ (y), у, 
6°. В условиях задачи 5° показать, что если 


Tim y~? In ALYY (у) = д, 


yoo 


TO 
ryt Leh (1 — 


хо р 
Р—1 
x 


$ 3.3. Оценка канонических произведений 


Распределение нулей является одним из напболее тон- 
ких вопросов теории целых функций. Рост целой функции 
зависит пе только от числа ее нулей, но и от их взаим- 
ного расположения. Имеются. некоторые довольно про- 

‚ стые, хотя и весьма грубые закономерности, связывающие 
рост функции с числом ее пулей. Все эти закономерности 
касаются главным образом функций конечного порядка. 
Для них, как мы покажем впоследствии, имеется пред- 
ставление вида 


Hla) = eR (2), 


где Р(2) — мпогочлен, a F(z)— так называемое канониче- 
ское произведение. ; 

Каноническим произведением мы называем функцию 
вида | 


0 
где число р выбрано Tak, чтобы ряд У|2.|-Р-! сходился, 
=1 
- в te 5 
а ряд > |2,|-?pacxognaes. Это число р называется ро- 
п=1 ‘ 


дом или жанром канонического произведения, 
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Ясно, что каноническое произведение обращается в 
нуль лишь в точках 2==2,. Поэтому мы часто будем го- 
ворить, что каноническое произведение построено по за- 
данным нулям, 

Начнем с оценки сверху функции М»(г) для канони- 
ческих произведений при помощи функции И„(г), равной 
числу нулей F(z) в круге |2| <r (каждый нуль счита- 
ется столько раз, какова его кратность). 

Теорема 3.3.1. Для канонического произведения 
F(z) рода нуль имеем 


InMp(r)< f вв + +) dng (1). (1) 


Доказательство. Заметим, что фувкция 
In|4 +se®| при любом положительном $ достигает наи- 
большего значения при ф == 0. Поэтому 


ny) Е = 


ki=r д 


<3 m max In| + 2 Fen) = № (1 + £) dng (8), 


что и доказывает теорему, 


Заметим, что последний интеграл сходится, если род 
канонического пройзведения равен нулю, так как 


ы(1+:}-2 


при больших Ёи 


У 


| п = Ури < 
6 1 


t 
n= 


по определению рода. 
Немногим сложнее обстоит дело с каноническими 
произведениями рода единица, 
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` Теорема 3.3.2. Jaa канонического произведения 
F(z) рода единица 


{in ae 1) ee =] dng (t) + f ин 4те(0. (2) 


га 
2 


ln Ме (г) < 


2+ 


Доказательство. Рассмотрим выражение 


In| (1 + sete) ese? | = + In (1 +-2s cos @ + s*) — s cos 9, 
8>0. 


Легко проверить, что при $ < 2 максимум этого выраже- 
ния, равный > s*, достигается при ф, для которого“ 


с08ф = — + а при $ > 2 максимум, равный In(s—4) +s, 


достигается при ф = п. Поэтому 


(-9Я- 


stellt 
(t + теме ‘ 


In Mr(r)< у max In 


(lr 
© 
-| max In 
$ 9 


~ {{in(S +4) +5} ano + 
0 


dng (t) = 


г? 


Fans (t). 


See 


Последний интеграл опять-таки сходится согласно оп- 
ределению рода. Теорема доказана. 


Для канонических произведений любого рода р тоже 
можно получить подобные оценки. Однако точность таких 
оценок не будет важна в дальнейшем. Поэтому для ка- 
нонических произведений рода р мы докажем более про- 
стую и грубую оценку, 

13 м. a. Евграфов 
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Теорема 3.3.3. Для канонического произведения 
F(z) рода р 


In Mp(r) <A "| ее Br rut [te te dt+Cne(r), (8) 
0. r 
где A, В, С — некоторые постоянные, зависящие только 
от p. 
Доказательство. Оценим максимум по ф выра- 
жения 


Qp (s,q) = In 


(1 + sei*) exp {- sete -|- Brae 


. | р 


Если $ мало, то этот максимум не превосходит С15Р\1, 
так как при малых $ 


И 
быв ~ (= 1)?! = cos (p 0 @ 


Если $ велико, то он не превосходит Cys?, так как пра 
р>0 


р 
SP cos рф. - 


Qp (5, 9) ~ 


Наконец, при конечных $ этот максимум есть некоторая 
конечная величина. Поэтому мы можем написать 


te Ор (5, $) < csr, s<i; max О, (5, $) < 557, > к 
Ф = 


откуда находим, как обычно, 
2 


mats n<cif (2) amet +4 [= P ene (0. 


0 
Интегрируя по частям, получаем (3). 


Оценка М»(г) через nr(r) снизу может быть получе- 
на из несколько других соображений. В основе ее лежит 
так называемая формула Иенсена, которую мы сейчас 
докажем. 


\ 
$ 3.3. ОЦЕНКА КАНОНИЧЕСКИХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ 495 


"Лемма 1. Пусть Е(2)— аналитическая ` функция, 
регулярная в круге |2| <r и не обращающаяся в нуль 
на окружности fz ia и при z=0. Тогда 

2л 


x i LeRoy se (0) |-+ {nd (4) 


`Доказательство. Обозначим нули F(z) в круге 
|=| <г через 21, ... 2» (каждый нуль пишется столько 
раз, какова его кратность). а функцию 


«=F ДИ 


Она регулярна в круге |2| <ги не имеет там нулей. 
Следовательно, функция In Ё!(2) тоже регулярна в кру- 
ге |2| <r, и по теореме Коши 


aa 


In F, (0) =a 


|2}=r 


Inf, (2) dz 
a2, 


In А, (0) = =I In F, (ге) de, 
0 
пли, если отделить действительную часть, 


21 


1% | in| F, (re's) | dq. 


Ho 


7 
———. | = 1 при |2| =, так что 
+) ae = 


. In| F) (ге®) | =In|F (ге®) |. 


Кроме того, 
In| F, (0) [= In| FO)|+ & ne = 
: R= 


=In| F (0) |+ fmt 7 dng (2). 
и мы получаем формулу (4). : 
13* 


~ 
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Теорема 3.3.4. Для ‘канонического произведения 
любого рода 


: | 
In Mp (r) > | i. (5) 
0 


Доказательство. Применим формулу Иенсена. 
Так как |F(re*) | < М» (г), аР(0) = 1, то, интегрируя по 
частям интеграл в правой’ части равенства (4), получим 
формулу (5). , + 

Имея оценки для М»(г) через ne(r) сверху и снизу, 
мы можем доказать несколько общих теорем. 

Теорема 3.3.5. Если F(z)— каноническое произве- 
дение, то у 


— Ш 4/р(*) пи пр (г) 
т 


Ки = lim - 
ри inr Shoo) | SN 


(Иными словами, порядок канонического произведения 
определяется его нулями.) 
Доказательство, Пусть 


: =— In ng (r) 


lim = р. (6) 


Оценим М»(г) сверху. Из (6) следует, что при любом 
=> 0 


]иг 


np(r) < сыт. 


Если р<р-1, то при г достаточно малом p+e< 
< р-+1, так что теорема 2.3.3 дает 


In Mp (r) < Mr, 


Поскольку г сколь угодно мало, получаем 


fim In In Мр (г) 


то 


<p. (7) 


-lar 
Если же р > p-+ 1, то та же теорема 2,3.3 дает 


In МУ (о) «Мене Brett | AEE at = aro ое), 
’ 
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- np (9) 


так как по определению рода. интеграл { pr @ exo- 
|] 


дится, и опять получим (7). 
Для оценки снизу возьмем последовательность 7», 
для которой 
In np (г 
lim In np (a) os 
55 ШИ Г 


НН любом e>0 имеем пр (т,) > ск ®, п по теореме 
2.3. 


In Mp. (2r,) > 
| 2ть arp arp, 
t % , 
el asl Mousey | Пра. 
6 Th Тв 


Восилу произвольности e > 0 это означает, что 


— Ш M, (r) и ы 
т ae ee, № 
Это неравенство вместе с неравенством (7) доказывает 
теорему. 
Теорема 3. 3,6, Пусть F(z)— каноническое произве- 
дение рода р и №(г) ="Иг). Если 


ling =, 0<a<~«, (8) 
то при любом р РЕ 
DM,» (г) 
Tim im >10. - ® 
Кроме того, а 
— nM 
Tim 2 < 0, (10) 


roo 


где № (г) =h(r) при р нецелом и (т) == (г) при р 
целом, 


г [3 
(Здесь hoya [at it R= Bi, hoya) ae 
т 


при р==р- 1.) ~ 
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Доказательство. Для оценки снизу возьмем п9- 
следовательность г, со, для которой 
ы п г. 
lim! (Tn) _ 


0<о< >. 
hoo A (72) 


, 


Тогда по теореме 3.3.4 
orp 
( 
In M; (2r,) > | ae dt >np(r,) n2 Sch (ть),  e> 0 
a 


Но согласно следствию из леммы 1 $ 3.1 имеем h(2r,) ~ 
^— 2°h(r,), так что неравенство (9) доказано. 
Для оценки сверху напишем, согласно теореме 3.3.3, 


т со 
ш МР (г) < oyAre | RO dt + о, Вер { т dt + оз СВ (г). 
а т 
При нецелом р отсюда по лемме 1 $ 3.1 получаем 
ш М; (г) < Mh(r), 
т.е. неравенство (10) с #, (г) = (г). 
При р==р получаем по лемме 2 $ 3.1 


By?t! \ ТЕ at + Crp (rt) < М 
r 


‚НП 


р i 

@) 

yo (te) at<r| LO gt = rPl (7) =hi(r), 
a a 


причем / (г) -> - co при r—- oo по определению рода и 


Le) ttn Г (т) Sin rl’ (r) =0, 


го 0) (г) ть 1 (r) T->00 Ty 


Следовательно, неравенство (10) доказано с № (г) =r; (г). 
Совершенно аналогично обстоит дело при р==р--1. 
Теорема доказана, 
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Обращает на себя внимание тот факт, что при целом р 
знания функции п»(г) недостаточно для ‚Нахозления точ- 


ного роста. Сравним функции = Tro ® sin > . Для них 06e- 
1 

их Mr(r)~r (г оо), но то имеет точный рост rinr, 

а sin Я — точный рост г. 

Причина этого явления в том, что па рост целой функ- 
ции влияет не только число ее нулей, но и их взаимное 
расположение. 

Теорема 3.3.7. Пусть F(z) — каноническое произве- 
дение рода р и #(г) == r'l(r), где р — целое число. Введем 
обозначения: 


"= |, an] при p =p, ‘ 
v(r) = = za’| при р=р+1. 
ее в (Г) 
Если СЫ Е =0, I0<6< о, то 
ш 2» (г) < му(к) +O(R(r)), hee 


Доказательство. Ограничимся для простоты лишь 
случаем р==1 и допустим для определенности, что р == р=1. 
Это значит, что 


2 


FTI (t—-2) 


n=} 


= 
п ряд р |2„|`! расходится. Мы можем написать 


F ares ыы 


в[шА(2) —2 У в! 


[27 [Еи|>7 


Те же соображения, которые мы использовали при доказа- 
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тельстве теорёмы 3.3. 3, дают 


mak мА <Q, ne | || < т» 
и. 2 | 
8 т г 
max In Ав Ро >" 
и мы получаем 
i —2z > 2) < 
= ken =] } 


<C,{ in Lane () + с, [Па 06) 
0 r 
nm 
In Mp (r) = max Ве In F (2) < 


(fr 


<r 


arent ) =v) + Oh (7). 


р 
Теорема доказана. 


Пока мы получали лишь самые грубые оценки канони- 
ческих произведений, так как делали только грубые пред- 
положения относительно функции п»(г). Если дополни- 
тельно предположить гладкость П»(г) и еще что-либо 
о распределении нулей по направлениям, то можно полу- 
чить теми же средствами более точные оценки. Рассмот- 
рим один пример такого рода. 

. Теорема 3,3.8. Пусть пь(г) ~ ой(г) и В(г) = Ц), 
0 <р< 1. Предположим еще, что arg(—Zn)>0 при 
noo, Тогда при любом 9, |p| <n, и г имеем 


fi(1-=)|~ 


Доказательство. Рассмотрим величину 
In [1+ 52'9-°|, 


In| Е (ге9) | = In aa И cos pp 


rye $ > 0, |0| <, = <ф<л- г. При всех $ эта величина 
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достигает максимума по 0 приб = — &, аминимума — при 
0 = =. Так как по условию теоремы arg (—2„) —=0 при 
-п—> 00, мы можем при любом => 0 выбрать такое 
М == N(e), чтобы jarg(—z,)| <e при п > М, Поэтому 
при 8 <ф<л—е 


Q(7,p+e)+O(Inr) < In| F(re*) | < Q(r,9 — e) + Ollnr), 


rye 
“| 


Исследуем поведение О (т, p) при г-* oo, Обозначая сно- 
ва 2 == re, имеем 


ret? 


re | dnp (2). 


eae" n{4 + 


Q(r, ® = 3 In 


( np (t) dt 


О (г, $) = ref (1 +1), = Re: | ЕР 
0 0 


Используя условие п, ({) ~ ah(?), находим 


Oro) = ово: | ПО + o(h (0) = 


h du 
=o Re | ит + 0(h ()). 


z 
Применим лемму 2 $ 3.1. Это даст 


ih 


О (г, = onen( | + 0(h(r)). 


Но по следствию из леммы 1 $ 3.1 №(2) ~ e**h(r), a ин- 
теграл находится с ты формулы, полученной в при- 


мере 3 $ 1.3. Он равен ——, и мы получаем 


sin oo 
ло 60s pp 


Qtr, 9 ~ MO ав sinnp 
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Таким образом, 


РФ 4 4 (h (r)) < ш| F (ге) | < 


sin пр 


<h (r) EOS о). 


Поскольку ¢ > 0 произвольно мало, мы получаем отсюда 
утверждение теоремы для ф > 0. Для ф<0и для ф=0 
рассуждения совершенно аналогичны. Теорема доказана. 


ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К § 33° 


1°. Показателем сходимости последовательности 2„ называют 
число т, обладающее следующим свойством: при з>т ряд 


оо 
a) —s 
> hen | $ сходится, a при s < т расходится. Показать, что 
n=1 
—— Шпр (r) 
t= lin —— 
pe. lr 


2°. Показать, что интегралы * 


е 
{| пр (r) 944, | In Мр (9 
1 1 


сходятся или расходятся одновременно. 

3°. Пусть все zn положительны, mr(r) ~ oh(r) и 1(г) = 
== г(ш г)“ (шп г), где а < —1, a I(r) — медленно растущая функ- 
ция. Показать, что при любом ф, |p| < л, и при г- со 


со rei? 
Th (1+4 
1—1 п 


4°. Пусть все rn положительны, пк(г) ^^ oh(r), где A(r) = 
оо 


И зоо () Inv). 


№ 


— ri(r), и интеграл (np (t)t7 "dt расходится. Введем обозначение, 


6 
© oho ae 

r=] (+=): > 
nai n 


Показать, что при |ф| < ли при г-> co имеем 


a 
Np (t) = 
Шо [219 [+r cose | = dt ~ ой (г) sing 


9 
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$ 3.4. Теоремы Фрагмена — Линделефа 


Сейчас мы перейдем к изложению группы результатов, 
не связанных 6 целыми функциями непосредственно, но 
играющих очень важную роль почти во всех задачах 
теории целых функций. « 

Принципиальная основа всох этих результатов состоит 
в следующем. ‘ : 

Пусть нам удалось получить для аналитической функ- 
ции Ё (2) в какой-либо области D оценку 


| F (2) | < ехр ® (2), zed. (1) 


Рассмотрим класс субгармонических функций U(z), 
удовлетворяющих в области D неравенству 


U (2) < Ф(2),. zED. 


Поскольку наибольшая из нескольких субгармонических 
функций также субтармонична (см. свойство 2° $ 2.3), 
в этом классе существует наибольшая функция, которую 
мы обозначим через Ф*(2). По функция ш|Р(2)| субгар- 
монична в области D, так что F(z) обязана удовлетворять 


неравенству 
| F (2) |< ехр Ф* @), rev. (2 


Таким образом, мы получаем из оценки (1) оценку (2), 
которая может оказаться значительно более сильной. 


Подобные рассуждения мы использовали в наших 
действиях с выпуклыми функциями в $ 3.2. По аналогии 
с введенной там терминологией мы будем называть фупк- 
цию Ф*(2) субгармонической минорантой функции Ф (2). 

К сожалению, трудно предложить сколько-нибудь об- 
щий (и к тому же, конструктивный) способ построения 
субгармонической миноранты. Различные частные прие- 
мы, используемые для этой цели, и составляют содержа- 
ние теорем Фрагмена — Линделефа. 


Продемонстрируем один из наиболее важных приемов 
на доказательстве простейшей теоремы такого рода, 
Теорема 3.4.1. Пусть функция F(2) регулярна 
в правой полуплоскости и непрерывна вплоть Oo мнимой 
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оси. Если функция F(z) удовлетворяет условиям 
[2 (8) |<М,  -®<и<ч», (3) 


In| F (2)| =0(|2|), 2-2 , Rez>0, (4) 


то |F(z)| <M во всей правой полуплоскости 
Доказательство. По условиям теоремы мы име- 
ем для функции F(z) оценку 


Inj F (2) |< (2), Rez>0, 
где | 
® (iy) = ШмМ, = ю<у< +, 
и 
D(z) =e(|2})[2|, Rez>0 


(здесь &(г) — некоторая функция, стремящаяся к_.нулю 
при r—>-oo), Попытаемся постронть субгармоническую 
миноранту Ф *(2). Для этой цели возьмем произвольно 
большое R >> 0 и построим функцию и»(2), гармоничес- 
кую в полукруге Ka: |2| < В, Rez > 0, и имеющую на. 
его границе те же значения, что и функция Ф(2). Cor- | 
ласно принципу максимума для субгармонических функ- 
ций будет выполняться неравенство 


Ф* (5) < up (2), t€Kp. (5) 
Затем мы посмотрим, что нам даст предельный переход 
при А— + oo (и при фиксированном 2). 
Для построения интересующей нас гармонической 
функции U,p(Z) обозначим через ‘я полуокружность 
Rez 20, |2| == Я. Легко видеть, что 


ин(=) = Re(R)o(s; 1» Kx) + (1-0 (2; Ym Ke)) In М, 


где (2; Yr, К») — гармоническая мера полуокружности` 
Yr относительно полукруга К» (в точке z@ К»). Для 
отыскания гармонической меры следует; как мы это не- 
однократно делали в предыдущей главе, конформно ото- 
бразвить полукруг на первый квадрант плоскости и и взять 


функцию п Brg Ш. Легко проверить, что 


i = tm In ttel® 
©) Yes Кв) = Im In ary" 
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При фиксированном 2 очевидно имеем 
. 1 1-- (22/8) _ 28 


~ 


n Tai) ~ и’ “Re +0, 


Поэтому из условия =(В) +0 мы выводим, что 
ив(2) = In М 0(1) 


при R--+oco и при фиксированном 2. Если теперь пе- 
рейти в неравенстве (5) к пределу при В — + ©, то мы 
получим 


Ф* (2) < ШМ, Ве: > 0. 


Сотласно определению субгармонической миноранты это 
дает нам неравенство п |Р(2) | < @М, и теорема до- 
казана. 


Замечание. Условие (4) можно заменить более 
слабым условием 


in 
lim a =0, (4*) 


то 
где 
My(r)= шах |Р\(ге®)|. 


Ee 


п 
2 OST 


Доказательство не потребует почти никаких измене- 
ний. Действительно, функция =(В) будет по-прежнему 
стремиться к нулю, правда, лишь по некоторой последо- 
вательности значений R,—-+ со. Мы можем провести 
все рассуждения именно для этой последовательности. 


Заметим еще, что теорема 3.4.1 довольно точна, Она 
становится неверной, если заменить условие (4) усло- 
вием } 


In] ЕР (2)|<а|2|, Rez> 0, 
“Kar показывает пример функции F(z) = exp (az). 


Приведем одно довольно очевидное обобщение тео- 
ремы 3.4.1. 
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Теорема 3.4.1.*. Пусть Ш — произвольная беско- 
нечная область, лежащая в правой полуплоскости, а 
функция F(z) регулярна в области D и непрерывна в ее 
замыкании. Если выполнены условия 


|Е (2) |< М, :е05, (3**) 


In] (2)| =0(|2]), 2+ ®. 2=Ъ, (a**) 


то |F(z)| <M во всей области D. 

Доказательство. Возьмем ‘произвольную точку 
пери R> Jel. Обозначим через Кн связную часть 
пересечения области Dc кругом |2| < А, содержащую 
точку 20, а через Yr — ту часть окружности |z| = А, ко- 
торая входит в границу области Кв. 

Действуя, как и при доказательстве 3.4.1, мы постро- 
им функцию 


ив (2) = Ве (В)о (5; yr, Кв) + (1 — (2; ув, Ки) ш М. 


По принцлну расширения области (см. теоремы 2.4.1 и 
2.4.1 *) имеет место неравенство 


o (3; ув, Kr) <0 (2; Yn. Кв), re Kp 


pa: 
откуда видно, что функция ив (2) не превосходит функ- 
ции Up(Z), построенной при доказательстве теоремы 
3.4.1. Отсюда легко выводим утверждение теоремы. 


Существенную роль в доказательстве теоремы 3.4.1 
сыграло то обстоятельство, что мы смогли написать в 
явном виде гармоническую меру @(2; Yr, К»). Можно 
было бы описать те области, где удастся применить ана- 
логичный прием. Однако это не имеет особого смысла, 
так как проще применить другой прием, состоящий в 
использовании уже доказанной теоремы 3.4.1 и конформ- 
ного отображения. Приведем в качестве примера одну 
теорему, которой мы будем пользоваться чаще всего. 

Теорема 3.4.2. Пусть функция F(z) регулярн@ в 
угле 


5, ={z: larg (@~ %) = | <a} 


a me, 
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и непрерывна вплоть Oo его сторон. Если выполнены 
условия 


IF@I<M, 7 2 € 08p, 
u 
In| F (2)| =0{| 22), 2-0, 7E Sp, 


то |F(z)| <M во всем угле 5». 
Доказательство. Функция 


w = (2—1) 


конформно отображает угол Sp Ha полуплоскость Ве w>0, 
Рассмотрим функцию 


1 
Е, (№) =F м и? ee) Re w > 0. 


Нетрудно убедиться, что она удовлетворяет условиям те- 
оремы 3.4.1. Поэтому |Р1(ш)|<М при Веш>0, 
а отсюда немедленно вытекает утверждение нашей 
теоремы. 


Теоремы Фрагмена — Линделефа, простейшие приме- 
ры которых были приведены выше, можно воспринимать, 
как обобщение принципа максимума. Действительно, их 
содержание таково. Имеется область D и одна исключи- 
`тельная точка | на ее границе, Во всех неисключитель- 
ных точках границы мы предполагаем функцию F(z), 
регулярную в области D, непрерывной и ограниченной 
(одной и той же постоянной М). При стремлении точки 
2 к исключительной точке 5 границы области D функции 
F(z) а priori разрешается расти с некоторой скоростью. 
Если эта скорость ниже некоторой предельной скорости, 
то функция f(z) в действительности просто ограничена 
и вблизи исключительной точки границы. 


Основная задача, возникающая в связи с теоремами 
Фрагмена — Линделефа,— это оценка предельной скоро- 
сти роста в зависимости от геометрических свойств 0б- 
ласти D вблизи исключительной точки границы. Эта за- 
дача находится в тесной связи с проблемой Карлемана — 
Muro (cm. $ 2.4) об оценке гармонической меры ис 
задачей об асимптотических оценках конформных отобра- 
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жений. Последняя задача, как мы видели в $ 2.6, равно- 
сильна задаче об оценке модулей четырехугодьников. 
Из результатов, полученных нами в $$ 2.4 и 2.6, нетруд- 
но вывести ряд глубоких теорем Фрагмена — Линделефа. 


Начнем с более грубого результата, вытекающего из 
оценок Карлемана в проблеме Карлемана — Мию. 

Теорема. 3.4.3. Пусть область D такова, что ee пе- 
ресечение h, с прямой Ве2 = при всех x > ат непусто 
и даже содержит некоторый отрезок. Линейную меру 
множества №. мы обозначим через h(x). Если функция 
F(z) регулярна в области D, непрерывна в ее замыкании 
и удовлетворяет условиям 


[Е (2) |< М, 2Е ОР 
и . 
in (0) = o[exp abc - xo 


где 
M, (x) = sup | Е (2) |, 
зе 


то |F(z)| < М во всей области D. 

Доказательство. Возьмем произвольную точку 
20 =-) и произвольное число х, большее а и Велес. Обо- 
значим через О, связную часть пересечения области D 


* 
с полуплоскостью Rez < х, а через #, — ту часть прямой 
Ве2 == х, которая входит в границу области Б,. Для со- 
кращения записи мы положим 


и бен считать, что М == 1 (легко видеть, что такое 
предположение не ограничивает общности). Еще обо- 


значим. 
e(x) = М, (т) exp (— Н(а)). 
Согласно предположению теоремы | 
в (2) 0, - = ++. 
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Определим функцию Ф(2) в замыкании области D 
равенствами 
2e€ 0D, 


t= ее z+iy=zeD 


и обозначим через Ф* (2) субгармоническую миноранту 
функции Ф(2). В cnay принципа максимума имеем 


Ф* (2) Le (x) exp H (2) с (в: hz, Dz), 7] De, 


а по теореме 2.4.5 
* 4 dt г й 
е (2; hz, 2.) < ехр (- = { is] <exp(— 7 (2)). 
Rez 


Поэтому, переходя K пределу при х-—`-+ OO, мы получа- 
eM, что 


Ф* (2) < 0, zeD, 


Следовательно, |Ё(2)| <1 при z]@=D и теорема до- 
казана. 
Применение следствия из леммы 2* $ 2.6 дает для 
довольно близкого случая значительно лучшую оценку. 
Теорема 3.4.4. Пусть область О; лежащая в угле 


= a 
агё 2|< p< Sy описывается неравенствами 


г>а, 9-9) <5-0@), seth, 


где ф(т)-и O(x) — непрерывные при 22а функции и 
0(2) >0 (52а). Если функция F(z) регулярна в o6- 
ласти. ), непрерывна вплоть Go ее ‘границы и удовлетво- 
ряет условиям 


18 (2) |< М, reap, (6) 


In| Рав) =0 (ox (|=) --+= (2) 


„(равномерно по у при х + чер), то |F(z)| < М при 
zeD, 


44 М. A. Евграфов 
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Доказательство. Обозначим через W(z) функ- 
цию, конформно отображающую область D на полосу 


[Ша%ш| < > таким образом, что 
Re W (2) > + ®, z+0,7ED (8) 


(a прообраз второй бесконечности мы будем считать ле- 
жащим на прямой Не: ==а). Тогда фувкция 5(2) == 
== expW(z) конформно отображает область D на полу- 
плоскость Веб > 0. Через 2(5) мы обозначим функцию, 
обратную к €(z). 

Рассмотрим функцию Р,(5) = #(7(5)). Эта функ- 
ция определена и регулярна в правой полуплоскости, и 
по теореме о соответствии границ при конформном ото- 
бражении она непрерывна вплоть до мнимой оси. По- 
скольку образом гранпцы области О при отображении 
функцией €(z) является мнимая ось, мы имеем : 


lFiliy)| <M, —° <y< +. (9) 
Условие (7) означает, что 
Re 2) 
In] FZ) = ее (exp | cat 


а 


rye. (г) — некоторая функция, определенная при r >> го 
и стремящаяся к нулю при r—>-+ со. Поскольку из усло- 
вия (8) на отображающую функцию W(z) легко выве- 
сти, что 
: ReZ(&) > + ~, {->®, Re £20, 


MBI можем написать, что 


Ве2($) 
поро (Сре | |. г. a (10) 
a 
где ei (г) > 0 при г + о. 
Согласно следствию из леммы 2* $ 2,6 справедливо 
неравенство 
Rez 


Rew) >x | af ar tO), зе зав 
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которое нетрудно привести к виду 
Ве2($) 


ds Я 
л | Bey < 1+ 0(1), te. Repo. 


а 


В силу этого неравенства мы получаем из (10), что 
In| 2: (5) | =0(]5]), to, Веб > 0. 


Итак, мы показали, что функция F\(€) удовлетворяет 
всем условиям теоремы 3:4.1, и потому справедливо не- 
равенство |Р1(5)| < М во всей правой полуплоскости. 
Отсюда немедленно вытекает утверждение нашей тео- 
ремы. 


Сравнивая результаты теорем 3.4.3 и 3.4.4, мы видим, 
что первая теорема налагает менее жесткие ограничения 
на область D, но условия на предельный рост функция 
F(z) во второй теореме заметно слабее. В действитель- 
ности, используя принцип симметризации (о котором 
мы упоминали в $ 2.4), можно было бы получить теоре- 
му, в Которой сочетаются преимущества обеих теорем. 


Теорему 3.4.4 до некоторой’ степени можно считать 
точной, правда, она точна лишь в случае, когда выпол- 
вяются условия 


При выполнении этих условий функция 
р У 
exp (6W (2)), d>0, 


дает нам пример, показывающий, что условие (7) нельзя 
существенно ослабить. Асимптотическую формулу, по- 
зволяющую это установить, дает теорема 2.6.5, Если 
предположить только, что 


Ф' (x) > 0, 0’ (x) + 0, хо, 


то из теоремы 2.6.1 вытекает, что множитель л в форму- 
14* ; 
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ле (7) нельзя заменить меньшим числом, не нарушив 
„справедливости теоремы. 

Более точные оценки для предельного роста можно 
было бы получить с помощью теоремы 2.6.6. 


` Приведем еще один вариант теоремы Фрагмена — 


Линделефа, легко получаемый из теоремы 3.4.4 с помо-’ 


щью элементарного конформного отображения. 
Теорема 3.4.5. Пусть С — область плоскости & = 
== ге*, описываемая неравенствами 


г>» 14-84) < а), 


где функция a(r) и В(г) непрерывны при гп и 0 
< «(г) < л. Если функция Е(5) регулярна в области С, 
непрерывна вплоть do ее границы и удовлетворяет ус- 
ловиям 

18 (5) |< м, =, 
и 


‚об-е, фев. 


In| (5) | = ol ехр| a 


то |F(t)| < М во всей области G. 

Доказательство. Функция 2 = ш6 регулярна 
в области С и. конформно отображает ее на область D, 
описываемую неравенствами 


z>Inry, ly Bi) |< fal), zentiy. 


Поэтому применив теорему 3.4.4 к функции F;(z) = 
== F(e'), мы легко получаем требуемое утверждение. 


Приведенные выше результаты далеко не исчерпыва- 
ют всего многообразия теорем Фрагмена — Линделефа. 
Изложенный метод доказательства также не является 
единственно возможным. Более того, он и не самый упо- 
требительный. Чаще всего используется один элемен- 
тарный прием, который мы однажды уже применяли для 
доказательства принципа максимума в § 2,3. Приведем 
еще два примера его использования. 


r 
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В качестве первого примера мы докажем чавдующий 
результат, немного уточняющий теорему 3.4.1; 

Теорема 3.4.6. Пусть функция F(z) регулярна в 
правой полуплоскости и непрерывна вплоть Oo мнимой 
оси. Если выполнены условия 


|F(iy)| <M, -=<у<ф», (41) 


In| F(c+iy)|=o(@+y), «> фич», (12) 


то |F(z)| <M при Rez > 0. 
Доказательство. Возьмем произвольное ё > 0 
и рассмотрим вспомогательную функцию 


Рь(з) = Ё(з)е-“. 

Очевидно, что 

|Pe(iy)| <M, =*<и< +». (43) 
Далее, из условия (12) следует, что 

1Р. (2) |<, => 0, 
rae М,— некоторая постоянная. Это означает, что на 

л 

сторонах угла 0 <argz < имеет место . неравенство 


1 Ре (2) |< Me = шах (М, М.). Внутри этого угла согласно 
условию (12) имеем у 


In| F(2)|=o(2)), - ie 


По теореме 3.4.2 мы выводим отсюда, что 


|. (2) | < Мы, Оха: < 2. 


Совершенно аналогично мы получаем неравенство 


[Fe (2) |< Me, ~—F <arge<o. 


Эти два неравенства означают, что 


РЕ (2) | <M, . Rez>0., 
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Из полученного неравенства следует, в частности, что 
In|F, (2)| = 0/2), саж, Rez>0. (14) 


Из формул (13) и (14) мы видим, что функция Р.(2) 
удовлетворяет всем условиям теоремы 3.4.1, и потому 
справедливо неравенство 
18 (2) |< <M, Rez>0 
означающее, что 
| F (2) | < МеВе*, Rez>0 


Поскольку = > 0 произвольно мало, мы получаем отсю- 
да утверждение теоремы. 


В качестве второго примера мы рассмотрим обобще- 
ние теоремы 3.4.1 на случай, когда функция Ё(2) уже 
не является ограниченной на мнимой оси. 

Теорема 3.4.7. Пусть функция F(z) регулярна в 
бесконечном секторе 


= {2: Rez > 0, |2| > 1} 


и непрерывна вплоть Oo его границы. Если выполнены 
условия 


[Е (1) | =O), [F(—iy)|=O(y’), vat (15) 


In| F (z)|=0(|2]), z+, ге, (16) 
mo 


1 
пеной 


> => <= 
я eles 


Доказательство. Рассмотрим вспомогательную 
фуякцию 


1 bn 
F, (2) =F (2)2 2” exp ( т In*2). 


Легко видеть, что 
In] 2, (2) = 0(|2|), 2—0, :ЕБ. (17) 
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Далее, поскольку 
[exp (ia In?(re'®)) | = exp (— а Па (ай + ip)*) =r“ (48) 


функция F\(z) удовлетворяет условиям 


1Р()|[=0(4), [Р(—)|=0(0, им. (49) 


Формулы (17) и (19) показывают, что функция #Ё!(2) 
удовлетворяет всем условиям теоремы 3.4.1*, и потому 
[Fi (2) [< М < о, 228, 


или 
a— 


= “On In? (re'#))], 


>. 


+ 


[Е (ге) [< г: 


EXP (23 теФе 8. 


В силу формулы (18) мы получаем отеюда утверждение 
теоремы, 


В заключение параграфа сделаем еще одно замечание. 

До сих пор мы формулировали теоремы Фрагмена — 
Линделефа, как теоремы 0б аналитических функциях. 
Однако в действительности каждая из этих теорем 
является теоремой о субгармонических функциях. В до- 
казательстве теоремы 3.4.1 это заметно особенно хоро- 
ито — переход к аналитическим функциям там совершал- 
ся лишь в последний момент. Для этого перехода мы 
использовали то, что логарифм модуля аналитической 
функции является субтармонической функцией. В дру- 
гих теоремах мы сводили дело к теореме 3.4.1 с по- 
мощью конформного отображения. Этот прием также 
пригоден и для субгармонических функций, ибо кон- 
формное отображение, как мы знаем, сохраняет субгар- 
моничность. Немного сложнее обстоит дело с теоремами, 
доказанными через рассмотрение вспомогательных функ- 
ций. Там непосредственной связи нет. Однако любое 
такое доказательство может быть почти дословно воспро- 
изведено и для субгармонических функций, 

Для удобства ссылок мы сформулируем одну из наи- 
более общих творем и в терминах субгармонических 
Функций. 
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Теорема - 4.4*. Пусть область D, лежащая в диз 
[22| << = ‚ описывается неравенствами 


‘2>a, ly—9()| <40(2), хи, 
где p(z) и 0(=) — непрерывные при х2а функции 


и 0(1) >0 (52а). Если функция Ф (2) a a 
в области В и pleat aad условиям 


lim OZ)<M, teap, 
245 
и 
$ id ds \ 
@ (x + iy) <o| exp x | 95| ‘ pre 


(равномерно no у при x+iyeD), то D(z) <M 
при ЕП. 


Заодно приведем и аналогичную теорему для гармо- 
нических функций. 

Теорема 3.4.4**, Пусть область D и функции Ф(1) 
и 6(5) —те же, что и в теореме 3.4.А*. Если функ- 
ция U(z) гармонична в области D и о cd ус- 
ловиям 


iim |0 (2|< М, rene, 


We +mi=e(ar(af 5 с о 


(равномерно по у при x+iyeD), то |U(z)| <M 
при z@&D 

Для доказательства теоремы 3.4.4** достаточно при- 
менить теорему 3.4.4* к функциям U(z) и —U(z), 


ЗАДАЧИ. И ДОПОЛНЕНИЯ К $34 


“4°, Доказать, что субгармоническая миноранта функции 
@ (ret?) = 1949) равна г““Ф), где а*(ф) — наибольшая выпуклая 
книзу функция, не превосходящая а ($). 
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2. Доказать, что субгармоническая миноранта функции 
+ Ф(ге!®) = rea(p) равна r’a,(p), где с, ($) — верхняя грань функ- 


ций, не превосходящих а(ф) и удовлетворяющих условию © ($) + 


+ pa ($) > 0. 

3°. Пусть функция F(z) регулярна в полуполосе 0 < Imz < 1. 
Ве з > 0, и непрерывна вплоть до ее границы. Если функция F(z) 
удовлетворяет условиям 


Е (2) = O(c"), Fi +2) =0(2), Ве 

In| P(e ty) | ==0 (27), хо, 0<y<t, 

то . 
F(x + iy) = О (Ни), ыы, Oy Sh. 


4°, Пусть D — область, .онисываемая неравенствами 
1 
z>a, |у-9(2)]< 502), ==, 


где функции g(x) в 0(2) удовлетворяют условиям 


lim $ф’(а) = lim 0’(2) =0, 0<O(x)<a, «>a, 
x00 х-ь--оо . 
° © ged 
{пионер <, oO ace, 
a a 


Доказать, что если функция F(z), регулярная в области D п непре- 
рывная вплоть до ее границы удовлетворяет условиям 


1Е (21° М, HE OD, 


© 
пе) И, 


а 


то |Ё (2) | < М во всей области Д. , 


$ 3.5. Убывание целых функций 


Если функция F(z), отличная от тождественного 
нуля, регулярна в бесконечности, то ни по одному пути, 
. ведущему в бесконечность, она не может стремиться 
к нулю быстрее любой степени 1/2. Действительно, 
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из разложения 


Р(2) = У сиё ", ав, 


—т 


видно, что F(z) ~ cz", где т — наименыпий номер, 
при котором коэффициент cm отличен от нуля. 

Для целой функции бесконечность — особая точка, 
и по отдельным путям, ведущим в бесконечность, целая 
функция может стремиться к нулю с любой скоростью. 
Скажем, при стремленни z к бесконечности по действи- 
тельной оси (в положительном направлении) примеры 
функций, сколь угодно быстро стремящихся к нулю, 
можно построить в виде 


е-*, exp (—e’), exp (—expe’),... 


На этих примерах нетрудно заметить одну интересную 
закономерность. Каждая из функций стремится к нулю 
не только по самой действительной оси, но и в некото- 
рой области, содержащей действительную ось. Эта об- 
ласть тем уже, чем болыше скорость стремления функции 
к нулю. Например, функция e7* стремится к нулю 
в целой полуплоскости, а функция exp (—e’) — уже 
только в полосе шириной л. В настоящем параграфе 
мы докажем ряд теорем, дающих количественные выра- 
жения для отмеченной закономерности, 


Результаты настоящего параграфа очень тесно связа- 
ны с результатами предыдущего параграфа. Их также 
можно рассматривать, как построение субгармонической 
миноранты. Как правило, эта миноранта тождественно 
равна — о. 

Мы начнем с доказательства двух простейших тео- 
рем, в которых говорится о возможной скорости стрем- 
ления к нулю функций, регулярных и ограниченных 
в полуплоскости. 

Теорема 3.5.1. Пусть функция F(z) регулярна 
в правой полуплоскости и непрерывна вплоть до мни- 
мой оси. Из выполнения условий 


12 (2) | < М, Ве; > 0, (1) 
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jim PLEO оо - № 


хо z 


следует, что F(z) = 0. 
Доказательство. Возьмем произвольное число 
A>O и рассмотрим вспомогательную функцию 


F,(2) == Р(2)е^*. 
Из условия (1) Видно, что 
[Ра (1) |5 М, —a<y<to, (3) 
а также, что 
In| Fa (8) | =0(9 =0(2%), en, nemo. (4) 


Кроме toto, из условия (2) нетрудно вывести, что 
[Fa(z)|<Ma<o, , 2>0. 


Таким образом, функция Р_(2) ‘ме превосходит по моду- 
лю постоянной ЛГд = тах (М, ЛГ д) ва сторонах углов 


O<arge<t и —5 <argz<0, а внутри этих углов 


выполняется условие (4). Поэтому, применяя теорему 3.4.2, 
мы получаем, что : 


[РА (2) [< Аа, Ве z>0. 


В сплу теоремы 3.4.1 из этого неравенства и из нера- 
венства (3) мы получаем более сильное неравенство 


|1 РА (2)|<М, Re z>0. 
Следовательно, 
i LF (2) |< Me~* i Re z>0, 


и отсюда, полагая А —* +5, мы получаем утверждение 
теоремы. 


` 


Теорема 3.5.2. Пусть функция F(z) регулярна 
в правой полуплоскости и непрерывна вплоть Jo мни- 


220 ГЛ. 11." МЕТОДЫ ТЕОРИИ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 


мой оси. Если выполнено условие 
[Р(2) |< Мекь(-— в|*|), esa, (5) 


где в — какая-либо положительная постоянная, то 
F(z) == 0. 

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную 
функцию 


ЕР, (2) = Р(ехр(-- 122) 
Из формулы 5: 


Ве (ге* In(re*)) = (гп г) созф — гфзшф 


видно, что 


<.ехр (=|2|-- 1), Вег>0. 


22 
exp(— аш 2) 


Поэтому 
| Fi (2) |< Ме, Red. 
Кроме того, очевидно, что 


In} А, (5 
Fe, _ 2, ; sce 


Следовательно, функция F(z) тождественно равна пу- 
лю по теореме 3.5.1, а потому и F(z) =0. 


Замечание. Теорему можно немного усилить, 
предположив условие (5) выполненным только 
на мнимой оси, но предположив дополнительно, что 


Inf (2) |= 0 (21 21), ^кчыв, вез. 


Обе доказанные теоремы можно заметно обобщить 
и даже несколько уточнить, но для этого нужны немно- 
го более сильные средства. 

Теорема 3.5.1*. Пусть функция F(z) регулярна 
в правой полуплоскости и непрерывна вплоть OO мни- 
мой оси, а Г — какая-либо кривая, идущая из точки 
= 0 в бесконечность, ‘оставаясь- в правой полуплос- 
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кости. Если выполнены условия 


* < | И (2) | < М, Е Re z20, (6) 
и 
In} (2) | 
в” — ©, 2—5, зе, (7) 
то F(z) = 0. 


Доказательство. Эту теорему, как и предыду- 
щую, мы опять сведем к теореме 3.5.1. С этой целью 
мы оценим |Р(2)| при x > 0. 

Заметим сначала, что из условия (7) следует су- 
ществование положительной функции V(r), монотонно 
„стремящейся к -+-00 при r—>-+oo и такой, что “ 


ш[А(2) |< — |#[(]2]), ret, (8) 
Еще заметим, что мы можем считать, не ограничивая 
общности, постоянную М из условия (6) равной 
единице. 
Возьмем произвольное х>0 и обозначим через 5, 
сектор 


5. =>, Rez> 0}, 


а через ий: = вертикальные лучи, входящие в его 
границу. 

Кривая Г разбивает сектор 5. на какое-то число 
областей. Ту из них, в которой лежит точка з=х, 
мы обозначим через D, (если эта точка лежит на кри- 
вой Г, то мы обозначаем через D, любую из областей, 
на границу которых попадает эта точка). Ту часть 
кривой Г, которая входит в границу области D,, мы 
обозначим через Г., а. остальную часть границы обла- 
сти ДР, — через E,. Ясно, что множество Е, является 
частью границы сектора Sx - 

Рассмотрим в области D, субгармоническую функ- 
цию Ш |7 (2)|. В силу неравенства (8) и монотонности 
функции у(г) имеем 


In| F (z)|< -#>(2) зе», 


а в силу неравенства (6) 
In| F (2) |< 0, | ‘en, 
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(мы предположили, что М = 1). Поскольку субгармо- 
ническая функция не превосходит гармонической 
функции с теми же значениями на границе‘ области, 
мы получаем неравенство 


x 


Inl (2) |< — 5 (5) (2; Ly, Dz), 2€Dx, (9) 


me o(z; Г, Dy) — гармоническая мера множества Г, 
относительно области D,. Ho 


© (2; Г,, Ds) =1— (2; Ex, Ds), 


а согласно принципу расширения области (см. теоре- 
му 2.4.1) 


в (2; Е„, О.) <о (2; Ey, 5.), © > 1EDy 


Поскольку множество 0S,\ Е, должно содержать хо- 

тя бы один из двух лучей АХ или Ae, мы получаем 

отсюда, что имеет место одно из двух неравенств 
| 2 А+ 

@ (2; Ly, D,) Sols; №, 5,), ЕР 


х, 
ИЛИ 
@ (2; Ly, Dy) So (2; №, Sx), Ел, 


Гармоническую меру @ (2; 2, S,) довольно просто вы- 
числить, HO это не нужно. Вполне достаточно заметить, 
что 
op _ 
в (т; №, 5.) =0 (5; №, 5,) == 


где \— некоторая положительная постоянная, незави- 
сящая от 1. В силу этого замечания мы получаем 
из неравенства (9) оценку 

т 


In] F@)|<—F (5), о, 


Из нее вытекает, что 


lim ВР @| =— < 


хо 
и, применяя к функции F(z) теорему 3.5.1, мы прихо- 
дим к утверждению нашей теоремы. 
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Результаты $ 2.6 об’асимитотике конформных отоб- 
ражений позволяют получить, как и в предыдущем 
параграфе, много различных обобщений теоремы 3.5.1* 
на случай, когда функция F(z) определена не в полу- 
плоскости, а в более сложной области. Основное разли- 
чие с результатами предыдущего параграфа в том, что 
теперь нам будут нужны оценки действительной части 
отображающей функции сверху, а не снизу. 

Мы ограничимся олним примером такого обобщения. 

Теорема 3.5.3. Пусть область D описывается не- 
равенствами к 


4 
z> 4a, ly — 9(2)| <= 8 (2), x+iy=z, 


а L—xpueaa,. начинающаяся в какой-либо конечной 
точке границы области О) и идущая в бесконечность, 
оставаясь в области D. Мы будем предполагать функ- 
yuu p(x) и 0(1) непрерывно дифференцируемыми 
при га и удовлетворяющими условиям 
6 (5) >0 „>: lim g’ (x) = lim@’ (xz) = x. 
и) х->-со 

Если функция F(z) регулярна в области D, непрерывна 
и ограничена в ее замыкании и удовлетворяет условию 


Inf F 
Х (Re =) 
где : 


_ ow, 2—5, 2EL, (10) 


1 
f 1+ 97 (s) + ay 87 6) 
М (x) = exp к = dst, 

а 

то F(z) =0. 
Доказательство. Пусть W(z) — функция, коя- 

формно отображающая область D ua полосу |Imw| < = 
таким образом, что : 


Re W (z) > + ©, | toe, -2+D 


(прообразом второй бесконечности мы будем считать 
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начало кривой Г). Положим €(2) =expW(z) и обо- 

значим через 2(5) функцию, обратную к 65(2). 
Рассмотрим функцию Р1(5) = Р(7(5)). Легко ви- 

деть, что она определена и регулярна в правой полу- 

плоскости, а также непрерывна и ограничена в ее ‘а- 

мыкании. Обозначим через Г! образ кривой L при отоб- 

ражении &==6(2) a оцёним |Р,(5)| на кривой Ly. 
Запишем условие (10) в виде 


In| F(z)|<—v(Re 2) N (Re 2), rel, 
где v(x) — функция, монотонно стремящаяся к + < 


при х—-- со. Сделав замену 2==7(5), мы получим 
отсюда неравенство 


In| Fy (5) < — v(ReZ (5)) № (Ве 2 (5)), ак. (1!) 


В теореме 2.6.1 было доказано, что 


„| 1 a inl 


Re W (2) < 15 + O (1), гер, 


из которого легко получаем, что 
N(Re 2(5)) > M exp {Ве W(Z(6))}, 


где М — некоторая положительная постоянная, незави- 
` сящая от €. Но согласно определению 


И’ (2(5)) = Int 
и мы приходим к неравенству 
| N(ReZ(t)) > MII. 
Это неравенство вместе с неравенством (11) дает нам 
| in| Fi (5) [< — Му(Ве 2 (9) 151, т 


Поскольку из определения функции W(z) нетрудно 
_ вывести, что 


Цей (5) —- -, =, Ве t>0, 
MBI получаем 


In| 2, © | = 
Ни +> oO, {-+0, Lely. 
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Таким образом, мы показали, что функция 2Р1(5) 
удовлетворяет всем условиям теоремы 3.5.1*. Следова- 
тельно, функция F\(€) тождественно равна нулю, 
а потому и F(z) == 0. 


Перейдем теперь к обобщениям теоремы 3.5.2. Как 
и с теоремой 3.5.1, мы сначала докажем некоторое ее 
уточнение. 


Нам понадобится одна лемма. : 

Лемма 1. Если функция f(z), отличная от тож- 
дественного нуля, регулярна в круге |2| < 1 и непре- 
рывна в его замыкании, то функция 


an 


~ T(r) =f Inf f (re) de 
0 р 


является непрерывной и неубывающей функцией 
при 0<'г< 1. ^ 

Доказательство. Функция ш|/(2е”)| при каж- 
дом действительном значении ф является субгармони- 
ческой -функцией 2 при |2| < 1. Отсюда с помощью 
свойств 1 и 3 (см. $ 2.3) субгармонических функций 
легко вывести, что функция © 


2 


1(2) =} ше) | ag 
0 


также является субгармонической при |2| < 1. Нетруд-. 
но убедиться, что функция 7(z) зависит только от |2|. 
В $ 2.3 мы отмечали, что субгармоническая функция, 
зависящая только от |2|, является выпуклой книзу 
функцией or ш|2|. Выпуклая книзу функция непре- 
рывна на отрезке, если она конечна хотя бы в одной 
его точке. Функция 7(2z) конечна в каждой точке от- 
резка (0,1), если f(z) ==0, так как нули регулярной 
функции не могут иметь предельных точек внутри об- 
ласти регулярности (и порядок каждого нуля конечен). 
Следовательно, из сделанных предположений вытекает 
непрерывность функции Г(г). Ее монотонность вытека- 
ет из принципа максимума для субгармонических 
функций. у $ 
15 м. А. Евграфов 
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Теорема 3.5.2*. Если функция F(z) регулярна 
в правой полуплоскости, непрерывна и ограничена 
в ее замыкании и удовлетворяет условию 


со 


. ВР 9) — | 
ие, if) 
то F(z) =0. 
Доказательство. Рассмотрим функцию 
f(w) = FG 1+ = ) 


itw ы 
Поскольку функция 2 = 7 конформно отображает 


w 
круг |w| <1 па правую полуплоскость, функция f(w) 
регулярна`в круге |ш| < 1 и непрерывна в его замы- 
кании. Поэтому | 


en on 
(= tim | in| { (ret) | ap = { in| (2) [ag 
721.0 0 


и мы получаем 


2л on 


r= tn ag = fn] (rote 3) | 


Ho 
on со 
{in P (vote t)| =2 ( IED ду, 
0 а 


1 и 
так что согласно условию (12) [(1) = — oo. В силу 
леммы 1 это возможно лишь тогда, когда f(w) =0. 
Следовательно и F(z) =0. 


Если 


`. 


In| F (iy) [< — ely], оу, 


где в — какая-либо положительная постоянная, то ус- 
ловие (12) заведомо выполняется. Это означает, что 


$ 3.5. УБЫВАНИЕ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 227 


р 
теорема 3.5.2* действительно является уточнением тео- 


ремы 3.5.2. 


Рассмотрим вопрос о точности теоремы 3.5.2*. 

Пусть нам дана произвельная функция g(y), непре- 
рывная и ограниченная сверху на всей действительной 
оси, а также удовлетворяющая условию 


Тогда интеграл Пуассона 


со 


= ( _gsMa 
verm=% | AO 
co 

сходится при всех х_>0 и дает решение задачи Дирих- 
ле в правой полуплоскости с граничной функцией g(y). 
Нетрудно убедиться, что функция и(=) гармонична и ог- 
раничена сверху в правой полуплоскости, а в каждой 
конечной точке мнимой оси она непрерывна. По функ- 
ции и(2) можно построить сопряженную с ней гармо- 
ническую функцию (2), но ее поведение вблизи мнимой 
оси исследовать много сложнее. Функция 


F(z) = exp(u(z) + iv(z)) 
регулярна и ограничена в правой полуплоскости, и 


lim In| F (2+1) [=#0) 


Очевидно, что F(z) #0. 

Таким образом, если условие (12) не выполняется, 
то существует функция F(z) 30, регулярная и. ограни- 
ценная в правой полуплоскости. Единственное условие, 
выполнение которого мы не можем обеспечить — это не- 
прерывность функции F(z) в замыкании правой полу- 
плоскости. Этот неболыной разрыв между условиями тео- 
ремы и примером, показывающим ее точность, можно бы- 
ло бы ликвидировать, отказавшись в условиях теоремы 
от требования непрерывности. ‚ 


15* ы 
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Обобщение теоремы 3.5.2 или 3.5.2* на функции, pe- 
гулярные не в полуплоскости, а в областях более слож- 
ного вида, может быть проведено дословно так же, как 
и при доказательстве теоремы 3.5.3. Мы не будем пов- 
торять доказательства, но приведем формулировку одно- 
го из возможных результатов. 

Теорема 3.5.4. Пусть область D описывается не- 
равенствами г 


z>a; |y—9(2)|<+6(2), oe 


где g(r) и O(x) — непрерывно дифференцируемые при 
22а функции, удовлетворяющие условиям 


0 (5) >0 >. Им @’ (1) = lim 0' (2) =из о, 
x00 x-»--00 
Введем обозначения 


(a) =2+ [90 = PI, 


2 1 
& 1+ 9 (8) 45 8? (s) 
М (2) = exp аи = 


Если функция F(z) регулярна и ограничена в области О, 


непрерывна в ее замыкании, а кроме того, удовлетворя- 
ет условию 


со 


ШЕЕ) 
je ae =e, 
a 
то F(z) =0. - 


Обратим внимание на еще одно различие в условиях 
теорем 3.5.2 и 3.5.2*. В первой из них мы предполагали, 
что функция F(z) равномерно стремится к нулю во всей 
правой полуплоскости. Во второй внутри полуплоскости 
преднолагалась только ограниченность |Ё(2)|, а условия 
стремления к нулю относились лишь к значениям функ- 
ции F(z) на мнимой оси. В связи с этим возникает воп- 
рос, нельзя ли разрешить функции F(z) ‘расти внутри 


$ 3.5. УБЫВАНИЕ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 229 


полуплоскости? Такой гибрид теорем об убывании с тео- 
ремами Фрагмена — Линделефа возможен, и мы приве- 
‚дем сейчас один результат такого рода. Имея в виду 
некоторые ‘дальнейшие приложения, мы будем теперь 
рассматривать функции не в правой, а в верхней полу- 
плоскости. 


Нам опять придется начать с` доказательства одной 
леммы. 

Лемма 2. Пусть функция q(&) определена и не- 
прерывна на всей действительной оси, а при &—- о 
функция [4(=)| растет не быстрее некоторой степени 
||. Тогда функция 


i) | > n 
‘a | 99-1 (=—9 a 


(я Я («# — ») 4 + (sin + y 


дает решение задачи Дирихле в полосе 
Py = {2: 0< ш:< И} (13) 


с граничной функцией, принимающей одинаковые значе 

ния, равные g(—), в точках & и Е + iH. 
Доказательство. С помощью несложных преоб- 

разований можно убедиться в справедливости формулы 


я. Е 
A. sin MY ape ew 
НН 2 2 
(= Ae 5) + (sin в) 
ng ЛЕН) 
Sd eine к Я р 8 
2Hi)~ Е ла ЛЕН) ла 
хр a exp exp ar хр т 


(мы обозначили, как обычно, в==- и). Поскольку 
ыы 


1 exp ее ехр ЕЕ + Е 
РУ: 7 па — ПЕН) лу 


230 ГЛ. 1. МЕТОДЫ ТЕОРИИ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 


при всех ‘действительных & регулярна в полосе Py, ее 
действительная часть гармонична в этой полосе. Ввиду 
равномерной ‘сходимости интеграла для функции U(z) 
эта функция также гармонична в интересующей нас по- 
лосе Px, 

Далее, с помощью формулы (13) легко доказать, что 


a л 
1. ay ch 7 (e — 8) ici 
2A (я ( 5) + (« #) es 
бо | Sh 7 (Ee т 
Поэтому 
а 2 @—a@lchFe—¥ 


U (x + iy) —U (2) 


qn Sin 


7 8 
я 2 2 
os 7 @- 3) ++ (sin i] 


и проводя почти дословно Te же рассуждения, которые 
были проведены в $ 2.2. при выводе формулы Пуассона 
для -Kpyra, мы получим, что 


U (a + iy) > q (2’), xx, yr tO, 
п что 
U (2 + iy) > ¢q(2’), xx, yr H—0, 


ввиду соотношения U(«-+iy) = U(x+i(H—y)), непо- 
средственно вытекающего из определения функции U(z). 
Лемма доказана. 

Теорема 3.5.5. Пусть функция F(z), регулярная в 
верхней полуплоскости и непрерывная вплоть Oo дейст- 
вительной оси, удовлетворяет неравенству 


ш| Е (2-9) |< —$(2) (9), у>0 -ю<=<о, 


где p(x) и ф(у) — некоторые положительные непрерыв- 
ные функции мы: при всех действительных x, а вто- 
рая — при уг> 0). Относительно функции (x) мы бу- 
дем предполагать, что 


9 (2) = 027), === (15) 
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Если 
ng 
. wy 1 8 Фа 
nn | 0 a | A mer & = — oo, (16) 
H- “| 21+ (FH) | 
то F(z) =0. 


Доказательство. Проведем построение субгар- 
монической миноранты Ф*(2) функции O(2-+iy) = 
—=—90$(2) +(y). С этой целью мы возьмем произволь- 
ное Я > 0 и построим в полосе Py, определенной фор- 
мулой (13), гармоническую функцию ин(2), принимаю- 
щую на границе полосы Py те же значения, что и функ- 
ция D(z). 

Поскольку y:A, где А — постоянная, является гармо- 
нической во всей плоскости функцией, наша задача сво- 
дится к построению функции 


un (2) = ин (2) — 2 Ф(Н), 


гармонической в полосе Рн и принимающей в точках & 
и ЕРШ ec границы одинаковые значения, равные 
—(&). Согласно лемме 2 имеем } 


(A) ы ° Фан (@—8) 


1 лу 
ин (2) = Уно — oy Sing 


cae (az (= — 5) +(singt) te 


Из условия (15) легко вывести, что 
' 


max | Uj, (x + iy)| =O (2? 
и н ( + y)| ( ), © + + 00, 


Поэтому с помощью теоремы 3.4.4* (положив там 
A 
Q(z) =-5-и0(2) = 7) мы получаем неравенство 


Ф* (2) ин (2), геРн. (17) 


Из того же условия (15) нетрудно вывести также, 
что 
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С] п 
Е 
| 7 _ dt = 0 (#1) 


при любом фиксированном у > 0 и при Н-- <. По- 
этому | . 


H Фи 
ty (iy) = | ИЕ. 
о v+(qe F) 


Еще из условия (15) нетрудно вывести, что 


ig 98) oh 38 at | 9 (Е ch > dt =0(1). 
т т”. "TH _ ДЕ = 
оо ve + G sh F) so f+ (== a) 


Это дает нам окончательную формулу 


с ne 
oH) am @ (8) ch atl +0), 


ин (iy) = ож 
A Н an J t+($au +) 
(18) 


справедливую при любом фиксированном у >O и при 
Н-— -{ с. Из формул (17) и (18) ввиду условия (16) 
мы получаем, что 


Фр = — 00, и> 0. 


Это означает, что F(iy) =0 при всех у>>0. Отсюда с 
помощью теоремы единственности мы приходим к ут- 
верждению теоремы. 


Замечание. Условие (15) в действительности 
нужно лишь для того, чтобы немного упростить выраже- 
ние для функции ин(2) при болыних значениях Н. Мы 
использовали его еще при доказательстве неравенства 
(16), но там можно было бы ограничиться значительно 
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более слабым условием 
Ing (z) =0(|=|), #-». (15*) 


При желании условие (16) можно заменять более 
простыми, но зато и более грубыми условиями. Например, 
воспользовавшись легко проверяемым неравенством 


4 Чо 


2л 


~ левл 
Но 25’  -Н«<Е<Н, 
1+ (ты) 


мы могли бы заменить условие (16). условием 


Н 
у p(H) левл pede | _ _ * 
lim ая ее". 989. 
H->+oo —H Хх 


Хотя условие (16*) заметно грубее, чем условие (16), 
но даже при такой замене теорема 3.5.5 содержит в се- 
бе, как частный случай, теорему 3.5.2*. 


Отметим еще, что теорема 3.5.5 в значительной мере 
отвечает на вопрос, поставленный в конце $ 3.4, о пусто- 
те и непустоте классов ИМ). Именно, из теоремы 3.5.5 (с 
заменой условия (16) условием (16*) непосредственно 
вытекает следующее утверждение: “a 

Если выполняется условие 


Н 


ИЕ: p(s) de _ se 4 
ane BEY Je + `В 


то класс wis не может содержать ни одной целой 
функции. 

Приведенное достаточное условие пустоты класса 
УК довольно близко к необходимому. Оно становит- 
ся необходимым, если предположить некоторую правиль-` 
ность поведения функций p(x) и и ет предпо- 
ложить, что они имеют вид |[2|' ([2|) и У’ (У), где 
1 (5) и (у) — аналитические медленно растущие функ- 
ции, 


t Е 
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Ряд интересных` конструкций различных примеров 
целых функций, позволяющих судить о точности дока- 
занных выше теорем, можно найти в книге С. Мандель- 
бройта «Теоремы замкнутости и теоремы композиции» 


Москва, ИЛ, 1962 г. 


В заключение мы докажем еще один результат о ско- 
рости стремления к нулю целой функции, но уже не- 
сколько иного рода. 

Теорема 3.5.6. Пусть F(z) — целая функция, а 


Мь (r) soca (2), mp(r) = min | F (2). 
2i=r 


=r 


Зададим непрерывную функцию q(r) >1 и обозначим 
через 6(г) меру множества A,, состоящего из тех точек t 
отрезка (0, г), для которых выполняется неравенство 


In mp ( < —а (г) In M pr), tea, (20) 


Если имеет место соотношение 2 


‘iim < £07) (1 ts 


то 


ah (21) 


то F(z) =0. 

Доказательство. Обозначим через К, круг 
|2| <r, а через Е, — его подмножество, состоящее из 
точек, в которых выполняется неравенство 


In |F(z)| < —9(") InMe(r),  =Е,. (22) 


Покажем, что при достаточно болыних г множество 
К,\Е,‚ непусто, если только функция F(z) отлична от 
тождественной постоянной. В силу теоремы Лиувилля 
тогда In Мь(г) — со при г-—=- со. Отсюда вытекает, что 
множество А, ПЕ, состоит из малых окрестностей ну- 
лей функции F(z), лежащих в А!. Поэтому при достаточ- 
но больших г множество К, \ (К, ПЕ,) непусто и связ- 
но. Это множество содержится в ‘множестве K,\Z,, 
так что и последнее непусто. 

Предположим теперь, что F(z)const, и выберем 
число г настолько болыним, чтобы множество K,\E, 
было непусто и связно. Обозначим через D, ту связную 
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часть множества K,\£,, которая содержит множество. 
KiNE,. 

В силу определения множества Е; функция In| F(z) | 
не превосходит на нем величины —9 (г) ш M,y(r), а на 
остальной части границы области D, эта функция не 
превосходит In М» (г). Согласно теореме о двух констан- 
тах (теорема 2.4.4) мы получаем отсюда 


LF (2) (Me (yaa, зе» (23) 
где 
o = 0 (5; Е, D,). 


ues ‚оценки гармонической меры ® мы применим тео- 
рему 2.4.7. Поскольку при каждом ¢& A, на окружности 


|| = лежит хотя бы одца точка множества E,, мы по- 
лучаем из теоремы 2.4.7, что 
4. (r—|2}) 8(r). 
o> 7 arclg Hal) Gr so)? z€@ Dp 
Так как Ш < 4z/n при 0 < 1 < л/4, мы можем заменить 
эту оценку более простой 
~ (r—[2) 6%) 
2 "Te+lalr? о 


Подставляя найденную оценку для © в неравенство (23) 
и переходя к пределу при г-> -+ oo, мы находим из ус- 
ловия (21), что F(z) = 0 для любого 2 из круга |2| <1 
(который мы обозначили K,). По теореме единственности 
это означает, что Р(2) =0, и мы пришли к противоречию 
с предположением F(z) const. Легко проверить, что по- 
стоянная, отличная от нуля, не может удовлетворять ус- 
ловиям (20) и (21). Следовательно, F(z)=0 и теорема 
доказана. 


Чтобы пояснить содержание доказанной теоремы, 
приведем некоторые следствия из нее. 

Следствие 1. Пусть F(z) — целая функция, от- 
личная “oT тождественного нуля, а g > 1 — некоторая 
постоянная. Обозначим через в(г) меру множества тех 
точек t из отрезка (0, г), для которых имеет место 
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неравенство 


- In my (t) >—q In M(t). 
Тогда 


Для доказательства этого следствия достаточно заме- 
тить, что при 4(г) =q во всех точках множества (0, г) \ А, 
выполняется неравенство 


In me(t) > —q ln МЕ(г) 


и, тем более, неравенство 
In mz(t) > —q1n M(t) 


(u60 { <r, a Mr(t) — монотонно возрастающая функция). 

Следствие 2. Пусть F(z) — целая функция, от- 
личная от тождественного нуля, a > 1 — некоторая по- 
стоянная. Тогда существует бесконечная последователь- 


ность {r,} положительных чисел, удовлетворяющих ус- 
ловиям 


rh 0; Ти-1 < Гл SMa n= 1,2... 


и такая, что 


Легко видеть, что это следствие является лишь неко- 
горой переформулировкой следствия 1. 


Следствие 3. Дия любой целой функции F(z) 
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ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К $ 35 


{°. Пусть функция F(z) регулярна в правой полуплоскости, 
непрерывна вплоть до мнимой оси и удовлетворяет условиям 


ln] (1/1 < al yl, 0 <у<о 
In] F (2) [=0(1212), 2>х, Rez>0, 
Inf Ff (2) | <—pelng, o>2 


л 
Доказать, что если a < 2 то F(z) =0. 


2°, Пусть функция F(z) регулярна в правой полуплоскости, не- 
прерывна вплоть до мнимой оси и удовлетворяет условиям 


In| F (iy) < а ||, иди, 


[№ (2) =0(13]?), zo, Rez>0, 


(t) dt, 


x 
Inf F (5) | < — pe А > xo 
a 
где A(t)=t(Iné)"(Int), > —1, a Кг) — авалитическая медлен- 


р 
но растущая функция. Доказать, что если acy: то F(z) = 0. 


3°. Пусть п(г) — число точек последовательноств {zn} с по- 
ложительными членами на отрезке (0, г). Предположим, что 


п (7) ~ rl (r), 1<o<2, 
где I(r) — аналитическая медленно растущая функция, причем 
если р = 1, то интеграл | n(t) Г 24 расходится. Обозначим 

г и\—! 
F@=T[ +=) exp (j/2,). 
п. 


п= 


Показать, что при — 0 <2 < oo nu y > 0 имеет место неравенство 


и 
шее > An (121 + By [ne eae 
0 


с некоторыми A >On B> 0. ; 
4. Пусть f(z) — функция, бесконечно Е на 
всей действительной оси и равная нулю вне отрезка (— а, а). Обо- 


значим М, = шах |{” (2) |. Доказать, что если выполняется 
. mo << 
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условие - 


со 


> М" w= + ©, 


n=1 
о f(x) = 0. 
5°. Пусть F(z) — целая функция, a 
тр (r) = min|F (2)|, М; (r) = шах | F (2) |. 
В =к == 
Доказать, что если 
т) <т<о, г> 0, 


то 
М 
lim In M, (7) 


== VT ‘ 
$ 3.6. Индикатор роста целой функции 


В этом параграфе мы коснемся одного круга вопросов, 
который, пожалуй, можно считать лежащим в центре 
интересов современного положения теории целых функ- 
ций. Этот круг вопросов связан C гонятием индикатора 
целой функции. Это понятие мы могли бы определить 
и сразу, но мы отложим это на некоторое время, а сей- 
час поговорим об одной сравнительно простой и хорошо 
известной теореме. 

Эта теорема говорит о представлении целой функции 
конечного порядка в виде бесконечного произведения, 
построенного по ее нулям. Ее роль в том, что она по- 
зволила свести исследование произвольных целых функ- 
ций конечного порядка к ыы канонических 
произведений. 


Теорема 3.6.1. Каждую целую функцию F(z) по- 
рядка р < со можно представить в виде 


F(z) = =" (2)exp(P(2)), 


где P(z) — некоторый многочлен, D(z) — каноническое 
произведение, построенное по нулям функции F(z), от- 
личным от точки 2 = 0, а т — кратность нуля функции 
F(z) в точке 2 = 0. При этом степень многочлена Р(2) 
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и род. канонического произведения ‘O(z) не превосто- 
dur р. 4 
Доказательство. Так как от деления функции 

F(z) на Аг” ее порядок не изменится, мы можем, не ог- 

раничивая общности, считать, что Р (0) = 1. Обозначим, 

как обычно, через и»(г) число нулей функции F(z) в 

круге |2| <га 


Mp (r) = max| F (2). 
$ 12] = 
По лемме 1 $ 3.3 


nM, (г) > [nots > "в (1-2. 


Из этого неравенства легко вывести, что 


— Inn, (г) — Ш Ш р (7) 
о <= (1) 
а ur beets Le 
Обозначим теперь через Ф(2) каноническое произве- 
дение, построенное по нулям нашей функции F(z). Тогда 
по (г) == ne(r), и мы. получаем из (1) в силу теоремы 
3.3.5, что 
— ши Мь (2) 
7 Ф 
— im —————- <p. (2) 
ene ще a 
Таким образом, мы убедились, что порядок, а значит и 
род канонического произведения * Ф(2) не превосходит 
числа р. 
Нам остается доказать, что функция 
F(z 
P(2) =nQ@) шо 
является многочленом степени, HE превосходящей числа 
о. Сразу можно заметить только, что Р(2) — целая функ- 
ция, так как Q(z) — целая функция, не имеющая нулей 
(© (2) по построению имеет Te же нули, что и Ё(2)). 
Оценим рост функции Q(z). Имеем очевидные нера- 
венства 


In Мо (г) <шМЕ(г) —In me(r) < 
| „< 2max {In М»(г), =In то(г)}. 


! 
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Поэтому для любой последовательности г, -» -- CO имеем 


— IrinM 
lim ее») < max (р, р’), (3) 


Tyre n 
Tae 


In max {1, — Шмъ ne yt 
Inv, 


о’ = lim 


no 


Согласно следствию 2 из теоремы 3.5.6 для каждого A > 1 
существует бесконечная последовательность {r,} поло- 
жительных чисел, стремящихся к бесконечности, для ко- 
торой 


= mol) А+ 
iinet.) А 


п 


Из (2) видно, что для каждой такой последовательности 
р’ < р, и потому 
—— шп Mg (1 
lim In In Мо (тп) 
In an 


<p. (4) 
п-® 


Переходя к функции Р (=), имеем 
In Мо (г) = max ВеР (2). 


ег 


Поэтому соотношение (4) дает нам ` 
max Re P (2) = O (r®'), ree 
Ел, ый 


при любом р! >> р. По теореме 3.1.2 отсюда вытекает, что 
P(z) — многочлен степени, не превосходящий числа р. 
Теорема доказана. 


Теперь мы уже можем с чистой совестью наконец 
перейти к определению понятия индикатора роста. Пер- 
воначально это понятие вводилось для целых функций 
порядка р < со и конечного типа, но оно автоматически 
переносится и на функции любого точного роста (г). 
Мы сразу ‘дадим ое для общего случая. 


. * * 
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Пусть F(z) — функция точного роста #(г). Функция 


In| F (те) | 
Ap (9) = = Tim kT 


называется индикатором роста функции F(z), относи- 


. тельно й (г). 


В определении не требуется, чтобы функция Ё(2) бы- 
ла целой функцией конечного и положительного порядка, 
но тем не менее понятие индикатора оказывается полез- 
ным только в этом случае. Чтобы понять причины этого, 
мы найдем сейчас индикатор для некоторых конкретных 
функций. 

Во первых, найдем индикатор роста для каноническо- 
го произведения 


где все 2, положительны и 
пь(г) ~ oh(r),  й(т) = Ик), р<1. 


Эта функция была исследована в теореме 3.3.8. Утвер- 
ждение этой теоремы означает, что 


Нь(®) = зар 08 OF lel<a. 


Видно, что при р-—>0 индикатор перестает зависеть OT Q. 


Это верно и не только для нашей конкретной функции. 


. Несколько ниже мы покажем, что при порядке, равном 


нулю, индикатор не зависит OT ф, т. е. он H@ дает ника- 
кой дополнительной информации о поведении целой 
функции. 

Во вторых, найдем индикатор роста для функции 
F(z) = expe’, положив, естественно, й(г) = expe’, Оче- 
видно, имеем H,y(0)=1. При фэё0 (тод2л) мы легко 
находим, что Н»(ф) =.0. г > 
.. Wa последнего примера видно, что y функций беско- 
‘нечного порядка не имеет особого смысла исследовать их 
рост в зависимости от ф. Фузция F(z) = exp e* растет 


и 


16 м. А. Евгоафов 
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при Rez—>-+ oo в полосах я 


п 
[Im z— 21| <->, В =0, +1, +2, uy 


и стремится к нулю при Rez— + © в полосах 


| Im z— (2k -+ t)n]<, &=0, Et, 2, ... 


Все это остается незамеченным функцией Н»(ф). Нетруд- 
но даже построить пример целой функции бесконечного 
порядка, дия которой 


Ме (г) — 1 (г), | ener 


а ее индикатор Я»(ф) равен нулю при всех ф. Ясно, что 
при наличии подобных ситуаций индикатор также бес- 
полезен. 

В случае конечного положительного порядка индика- 
тор дает разумную и содержательную характеристику ро- 
ста целой функции по направлениям. ~ 

Основой всех исследований, связанных с нидикатором, 
является следующее его свойство. 

Теорема 3.6.2. Пусть F(z) — целая функция по- 
рядка р < © и.точного роста й(г), где h(r) = ®Цг), 
а I(r) — аналитическая медленно растущая функция. 
Тогда индикатор Н»(ф) функции F(z) относительно ро- 
ста h(r) является функцией класса Т. Иными словами, 
Н»(ф) — ограниченная сверху тригонометрически р-вы- 
пуклая функция, определенная на всей оси и имеющал 
период 2x. 

Доказательство. Ясно, что при желании инди- 
катор можно рассматривать, как функцию, определенную 
на всей оси и имеющую период 2л. Его pop AREe нот 
сверху следует из неравенства 


In M, (г) 


`Не(Ф)—< ie = a <0, 


ибо h(r) — точный рост функции F(z). В доказательстве 
нуждается лишь тригонометрическая р-выпуклость инди- 
катора. 
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Возьмем произвольные ф; и фз, подчиненные условию 


< <9Ф+-,. (5) 


и рассмотрим вспомогательную функцию 
Е; (2) = F (2) exp {— Ah (ze—#*:) — Bh (2е` 1)} 


в угле 9 <argz< фз. Поскольку функция F(z) имеет 
точный рост h(r), при любом = > 0 имеет место нера- 
венство + 


Inf 2, (2)[=0(#([21)) =z), чу кавечч. 


Поэтому, если функция F(z) ограничена (по модулю) на 
сторонах нашего угла, то по теореме 3.4.2 она будет ог- 
раничена и внутри него. Из сказанного следует, что не- 
равенство 


Reh (ке К®— 91) + Blim Вей (ле КФ $») 


Hy ($) < А Пм ГС сы nw 


T>00 


будет выполняться при Ф! <P < фз, если оно вынолня- 
ется (как строгое неравенство) при ф =.q) иф== фз. Co- 
тласно следствию из леммы 1 $ 3.4 


Вей (re#) 


lim С 


TPO 


= cos 0, 


и мы видим, что неравенство 


Hr(p) < А созр(фШ—$!) + Beos p(p—qs) = , 
= А’созрф + В’зтрф 


справедливо, если справедливы неравенства 
Нь»(ф1) < А’ cos pp + В’ sin рф, g 
Н($з) < A’cos рфз + В’ sin pgs. 


Это и означает, что функция Н»+(ф) тригонометрически 
р-выпукла. | 
46* 
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Замечание. Понятие индикатора можно было бы 
ввести не только для целых функций, но и для функций, 
регулярных в некотором угле. И № этом случае те же 
рассуждения позволили бы доказать APOTOMO MET UNOCH YE? 
р-выпуклость индикатора. 


Из свойств функций класса Ty, доказанных в $ 2.3, 
вытекают многие полезные свойства индикатора. В част- 
HOCTH,. полезно отметить его непрерывность. Напомним 
также, что при любых Pi, P2, фз, подчиненных условиям 


ое, 


индикатор Н»(ф) целой функции порядка р относительно 
какого-либо ее точного роста удовлетворяет неравенству 
He(g1)sin р (фз—$2) + 

+ Hr (2) sin р (физ) + He (фз) тр (ф2— фи!) = 0. 


л 
Полагая в этом неравенстве =, ф. =Ф- Эр. 


п 
фз=Ф-- —' мы приходим к следующему часто приме- 
няемому неравенству: 


НЕ, (9+) >0, = <9<=, (6) 


Заметим еще, что из неравенства, полученного в 
$ 2.3 при доказательстве непрерывности функций из 
класса Т,, вытекает, что класс То состоит только из по- 
стоянных функций. Поэтому индикатор функции нуле- 
вого порядка — постоянная. 

Теорема 3.6.3. Пусть F(z) — целая функция по- 
рядка р < < и точного роста h(r),-a I — произвольный 
отрезок действительной оси. Введем обозначение 


х . M f(r, Г) = зар | F (ге) |. 
gel 


Для любого отрезка I справедливо равенство 


== in Ме (г, I) = . 
lim В (г) в Не (9), 


тю 
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где Н»г(ф) — индикатор целой функции F(z) по отноше- 
нию к ее точному росту й(г). — 

Доказательство. Если отрезок 7 разбит на сум- 
му конечного числа отрезков /11,..., [„, то из определения 
верхнего предела нетрудно вывести справедливость фор- 
мулы 


(7) 


lim — д = мах lim т 
т-ьоо О t<h<n |-> оо (г) 


—— ШМр(, Й {Faw In Af, (7, Т,) | 
Эта формула позволит нам ограничиться pacer ponte 
сколь угодно малых отрезков J. 
Возьмем произвольный отрезок J’ вида (— — 5, g’-+5), 
где число 6>0 достаточно мало, обозначим через 5” 
угол 


== {2: argzel'} 


и рассмотрим в угле 5’ функцию 
F, (2) = F(z)exp{—Ah(ze-”) }. 


Из теоремы 3.4.2 нетрудно вывести, что функция F(z) 
будет ограничена в угле 5”, если она ограничена на его 
сторонах (и если 6 достаточно мало). Для ограниченно- 
сти на сторонах достаточно, чтобы выполнялись нера- 
венства : 


— In| F (rei £5)) | 
lim a <0. (8) 


С помощью следствия из леммы 1 $ 3.1 находим, что 


In| Fy (rel 9’ +5)) = 


lim iG) = H,(9’ + 6) — А с0зб. 


Поэтому неравенства (8) заведомо будут выполнены, ес- 
ли взять 


Acos5> sup Нр (9). 
gel’ 


Итак, при любых A, удовлетворяющих этому неравенст- 
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ву, имеем : 
|P (2) | < Мл exp (Ай (|2|)), res’. 
Следовательно, 
— шт (г, I’) 1 ; 
т = <=. ыы Hp (9). (9) 


Пусть длина исходного отрезка 7 равна, А. Разобьем 
-его на п отрезков равной длины и применим к каждому 
из них неравенство (9), а затем воспользуемся форму- 
лой (7). Этб даст нам 

— шм, (0, I) 
: RA’ 1 
lim < — 7 sup Hy ($). 


hin) = 
ae gel 
cos Qn 


Так как число п произвольно велико, то отсюда следует, 
что 
— InM,(r, Г) 
то (r) 


< sup ИНЬ ($). 


gel 


Поскольку обратное неравенство очевидно, мы приходим 
к утверждению теоремы. 


Из доказанной теоремы видно, что индикатор целой 
функции конечного порядка дает нам истинную инфор- 
мацию о росте этой функции в каждом yrae (напомним 
о примере целой функции бесконечного порядка, у кото- 
рой индикатор относительно ее точного роста равен нулю 
при всех $). 

Прежде чем говорить о еще одном важном этапе в 
развитии теории целых функций, мы докажем одну тео- 
рему не о целых функциях, а о функциях класса T). 

Теорема 3.6.4. Если р — не целое число, то функ- 
ция Н(ф) принадлежит классу T, тогда и только тогда, 
когда ее можно представить в виде 


on 


НФ) =! Q(~—%) av), * 


Fy 


где у(0) — функция, неубывающая и ограниченная на 
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- отрезке (0, 2л),.а ядро Q,(q) — периодическая с перио- 
дом 25 функция, определяемая на отрезке (—п, п) ра- 
венством 


с д— } 
О, —n<e<a 


Доказательство. Рассмотрим сначала дважды 
непрерывно дифференцируемые функции И(ф) из клас- 
са T,. Обозначив 


н(Ф) = ИН” ($) + рН ($), 


мы можем рассматривать функцию Н(ф), как решение 
дифференциального уравнения у” + р?у = и(ф), опреде- 
ленное на всей оси и имеющее период 2л. Эти решения 
можно получить и как решения краевой задачи 


“+ ру = в(Ф), y(0) =у(2л), у(0) =у’(2л), (10) 


поставленной на отрезке (0, 2л). Действительно, каждое 
периодическое решение с периодом 2л является решени- 
ем краевой задачи (10). С другой стороны, каждое ре- 
шение краевой задачи (10) можно периодически продол- 
жить с периодом 2л на всю действительную ось (с сохра- 
нением непрерывности двух производных). Непосредст- 
венным дифференцированием нетрудно проверить, что 


формула 


ф Ел 
1 ( 
Н ($) = Tsin пр \ ы (0) совр (ф— 0 —л) 40 (11) 
6) 


дает интересующее нас решение. Это решение единствен- 
но, так как однородное уравнение не имеет нетривиаль- 
ных решений с периодом, равным 2л при нецелом р. 

Введем функцию О, ($), определенную в формулиров- 
ке теоремы, и функцию 


© 


v(9) = (в (0) a0. 


=> 


Заметим, что интеграл`от периодической функции по пе- 
риоду не зависит от выбора начальной точки отрезка 
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интегрирования, мы придем к формуле, предложенной 
в утверждении теоремы. Функция у(ф) не убывает на 
отрезке (0, 2л) ввиду ноложительности функции п (9). 
Для наибольшего значения функции v(p) — оно равно 
*(2л), мы можем получить простую формулу. Для этого 
достаточно проинтегрировать формулу для H(@) по от= 
резку (0, 2л), После несложных вычислений получим 


2п 


v(m) =+ | Ида. (12) 


$ 

Теперь нам остается освободиться от предположения 
о существовании двух непрерывных производных у функ- 
ции И ($). 

Пусть H(g) — произвольная функция из класса T,, 
a Н,(ф) — последовательность дважды непрерывно диф- 
ференцируемых функций из класса 7, для которых 
Hf,(p) —Н(Ф) равномерно на всей оси. Через у,(0) мы 
обозначим неубывающие функции, построенные описан- 
ным выше образом для функций H,(p). Из формулы (12) 
видно, что все функции v,(0) ограничены на отрезке 
(0, 2x) некоторой постоянной, независящей от п. Из тео- 
ремы Хелли о последовательностях монотонных ограни- 
ченных функций легко вывести, что существует предел 
Ша у, (0) = (09), и что переход к пределу в равенстве 

в an 


Нь ($) = | Qo (@ — 8) dv, (8) 


6 . 


возможен. 
Для окончательного завершения доказательства нам 
следовало бы еще проверить, что каждая функция Н(Ф), 
представимая интегральной формулой, предложенной в 
нашей теореме, принадлежит классу 7,. Для этого доста- 
точно показать, что функция Q,(p) принадлежит классу 
T,. Этот факт вытекает из наших рассуждений, но при 
желании его можно проверить и непосредственно. 


-_ Аналогйчное представление. существует ‘и для целых 
р, но.там формулы немного сложнее. : | i 
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Теорема 3.6.4*, Пусть р > 0 — целое число. Функ- 
ция H(p) принадлежит классу T, тогда и только тогда, 
когда ее можно представить в виде 


on 
Н (9) =} 5 (~ — 8) dv (8), 


где v(8) — неубывающая и ограниченная на отрезке 
(0, 2л) функция, удовлетворяющая условию 


25 
[| cindy (0) =0, 
о 


“ 
а ядро 0»($) — периодическая функция с периодом 2n, 
определенная на отрезке (—п, 1) равенством 


* _ a= i a 
O3(9) = a ФП, 


—1<9<54% 


Доказательство. Мы опять рассмотрим дважды 
дифференцируемую функцию H(p) из класса 7, и опять 
обозначим 


H(p) = НН" (ф) + р?Н ($). 


Возьмем ненелое ру, сколь угодно близкое к р, и вместо 
краевой задачи (10) рассмотрим краевую задачу 


му =в*(Ф), и(0) = у(2л), у’ (0) = у’ (22), (10%) 
где м 
и* (9) = в (9) + (pi — р") Hp). 


Поскольку функция Н(ф) является решением этой крае- 
вой задачи, то для нее имеет место полученное нами 
ранее представление, 


on 
НФ = | Qo, (p — 8) w* (8) a8. (13) 
0 


Мы совершим сейчас’ в этом представлении предельный 
переход pip. С этой целью заметим, чте имеет место 
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асимптотическая формула 


Qo (9) = защит + (9) + O(P— р), +в 


С помощью этой асимитотической формулы мы получаем 
из формулы (13) 


Н (ф)= 
2к 21 
= | 9 @-9 (0) do + (— 12 | созрф—6).Н (8) 40+ 
0 5 0 
+ 
+ Tasty в (0) cos p (p — 8) 46 + O(p—p,), PP: 
; 


Левая часть написанного выражения и первые два ин- 
теграла в его правой части не зависят от р:. Поэтому 
предел последнего интеграла должен существовать. Он 
существует лишь при условии, что * 

Qn 2п 


| (@) сор 49 = 0, | (0) тре ав = 0. 
| $ 


Эти условия равносильны одному условию 


on on 
{ cir (0) 40 = | ева (0) =0. . 
3 | 


Замечая еще, что 


an 


ti. Ayo | Н (8) cos p (p — 8) 90 = Acos pp + Bsin pg, 
0 


мы приходим к утверждению теоремы. От предположе- 
ния, что функция Н(ф) дважды непрерывно дифферен- 
‘цируема, опять пои АННя с помощью предельного 
перехода. 


Важный этап в развитии теории целых функций, ради 
рассказа о котором мы доказали теоремы 3.6.4 и 3.6.4*, 
состоял во введении в рассмотрение класса целых функ- 
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ций, свойства которых очень полно определяются их ин- 
дикаторами. Этот класс был введен А. Пфлюгером и не- 
зависимо. от него Б. Я. Левиным. Он получил название 
класса целых функций вполне регулярного роста. Точное 
определение этого класса потребовало бы довольно много 
места, и мы от него уклонимся. Вместо определения мы 
попытаемся дать некоторое представление о существе 
дела. 


Заметим, что для произвольной целой функции F(z) 
ее индикатор Н»(ф) по самому своему смыслу He претен- 
дует на характеристику асимптотического поведения 
функции F(z). В его определении стоит верхний предел, 
и индикатор указывает таким образом лишь верхнюю 
границу роста модуля функции Р(2) по каждому лучу. 
Если при каком-либо ф в формуле для индикатора имеет 
место точный, а не верхний предел, то мы уже можем 
написать асимитотическую формулу для функции 
In |F (re) | приг-— + со. Существенно большие возмож- 
ности появляются, когда точный предел в формуле для 
индикатора имеет место на целом отрезке и к тому же 
равномерно по ф. Прежде чем продолжать наш разговор 
о функциях вполне регулярного роста, мы докажем две 
теоремы, из которых будет видно, о каких возможностях 
идет речь. - 


Теорема 3.6.5. Пусть F(z) — целая функция по- 
рядка р < < и точного роста (т). Если на отрезке 
(a, В) равномерно по ф существует предел 

im LF ig 
Пр = пт, асось 


то 
Hy, ($) = А созрф + В зт рф, << в. 
Кроме того, существует и предел 
5 . ao In| F (ve*)| 

tim a9) 


1-00 


He (9), — а<о<ь 


причем здесь стремление к пределу равномерно по Ha 
каждом отрезке, лежащем’ строго внутри отрезка (a, В). 


‹ 
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Доказательство. Из равномерного существова- 
ния предела для индикатора вытекает, в частности, что 
функция F(z) не имеет нулей в секторе 


|2| > А, ate < ав: < p—e 


при любом > 0 и при достаточно большом Во = Во(г). 
Это означает, что функция ш|Ё(г2)| гармонична по 2 
в кольцевом секторе 


р<2< В, ate<argz< f—e 


при любых фиксированных & > 0, р>0и Я < о, если 
только число г >> 0 достаточно велико. Поскольку точный 
рост h(r) мы предполагаем, как всегда, имеющим вид 
(г) =r l(r), где Кг) — аналитическая медленно расту- 
щая функция, то 


й (га) — аР (т), 7+ >, P<a<R. 


Отсюда мы видим, что 


py LF (72) | plea] |. #021) 
re a я 
= |2|°H, (arg 2), ааа < В, 


причем стремление к пределу равномерно по 2 в указан- 
ном выше кольцевом секторе с любыми в > 0, р>0и 
В < оо. Следовательно, функция |2|°Н»(агр2) гармонич- 
на в угле & < ага: < В, как предел равномерно сходя- 
щейся последовательности гармонических функций. Вы- 
числив оператор Лапласа для функции 


U(re*) = =Н»($), 


мы получим, что 
0 =.AU = 1°? (6?Н (p) + Н” (9)). 


Итак, мы доказали, что ‘A’ ($) + о?Н ($) = 0, откуда не- 
медленно получаем первое утверждение теоремы. Второе 
утверждение теоремы следует йз того факта, что равно- 
мерно сходящуюся последовательность гармонических 
функций можно почленно дифференцировать (ибо` диф- 
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ференцирование гармонической функции сводится к ин- 
тегрированию -по границе сколь угодно малого круга с по- 
‚мощью интеграла Пуассона). 


Вторая теорема, которую мы сейчас докажем, ставит 
своей целью ответ на следующий естественно возникаю- 
щий вопрос. Пусть мы имеем два прилегающих концами 
отрезка, внутри каждого из которых равномерно по @ 
существует точный предел в формуле для индикатора. 
Что. происходит на стыке этих отрезков? Для доказатель- 
ства этой теоремы нам понадобятся две простые леммы. 


Лемма 1. Пусть v(r) — монотонно возрастающая 
функция, h(r) == г°Цг), р > 0. Если для любого #>0 
существу последовательность г„-—00, для которой г, < 
5 г, : < NEST aha th ` 


TO 


Доказательство. Возьмем какое-либо e>0 и 
соответствующую ему последовательноеть г». Из свойств 
последовательности г, и из определения медленно расту- 
щей функции следует, что при любом р: > р имеем 


(1 +e)" (rn) > hr) > (+9 (т) 
когда 
То Sr Stag, n> No. 
Но функция’ v(r) монотонно возрастает. Поэтому при 
Mr Sr S rng 
У (Tn) — ver) 


=p} “Catt 0, У (7-4) 
(i+e° ip ney < he <i Sa <b 9) Franc, 


откуда следует 2 


= <lim Fy < lim <а а(1+ в) 
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—\ 
Поскольку г > 0 произвольно, a yo ma и Tim не 


зависят от &, мы получаем утверждение леммы. 


Лемма 2. Пусть п(г) — неубывающая функция, 
h(r) = "Цг), p > 0. Если 


то 


г 


Г п (1 
Доказательство. Обозначим п, (г) = (22) ap, 
= р 
i 0 
Так как h(Ar) ~Ah(r), то из предположения леммы при 
любом фиксированном А мы легко получаем 


lim Broglie =n (r)] = (4? = 1), 


lim FG С я (г) — m(z)| = (1—1?) 5. 


Но n(r) — неубывающая функция. Поэтому n(Ar)Ind > 
= п (Аг) —п1 (г) > п(г) ^, откуда 


я 
ny (г) — ny (7) 
<ni< ny (Ar) — ny (г) : 


mi Ind we 
Я: 
Следовательно, 3 
4—a7? т ти) 10 — 14 
Pe a ee ae ale 
a 


Поскольку A можно взять сколь угодно близким к еди- 


нице, а lin ру) и Пт не зависят от A, мы получае: 
ще, а С) mo P(r) А 


утЗерждение леммы. 
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Теорема 3.6.6. Пусть F(z) — целая функция по- 
рядка р < со и точного роста h(r), Обозначим через Te 
и Г, отрезки 


{= (ФР ь, PotD), 
Te = (Ф— 1, Po — Ee), O<e<n, (14) 


через 5°— сектор 
Si ={а: |2| <r, largz—~ Ф |< 6}, (15) 


а через пь(г} — число нулей функции F(z) в секторе 
59. Если при некотором п > 0 и при сколь угодно ма- 
лом г > 0 на отрезках Ie и Te равномерно по ф сущест- 
вует предел 

In| F (те) | 


Нь(Ф) = lim —>| ae 


то при любом 0 < 6 < ц справедлива формула 
4 Е , 
= aq Ur (Фо + 0) — Н+(ф —8)]. 


Доказательство. Из равномерности существова- 
ния предела в формуле для индикатора на отрезках J; 
и /5 вытекает, что в углах 

—1П<агя 2—ф<—в, < ая 2—Ф< 1 


лежит лишь конечное число нулей функции F(z). Поэто- 
му при любом =<0<\п и при любом e>0 имеем 


по (г) = ne (г) + O (1), ==. (16) 


= a 
Считая, что на границе сектора 5, нет нулей функции 
F(z), мы можем написать формулу 


= Е” (=) 
пе (г) = aS Fees > 
ase 
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которой ввиду действительности числа п.(г) можно при- 
дать вид . 


. |. р ° 
ra(r) =x [ 1m {E aah, (17) 


Обозначим 
U(r, 9) =In| F (ret) |. 


Нам желательно выразить и.(г) через функцию U(r, $), 
так как знание индикатора дает нам асимптотические 
формулы только для нее. Из уравнений Коши — Римана 
нетрудно вывести формулу 


Е" (rel e+) 


КФ) : ia 
Пек) в" = Ura) — + Uo lr). 


В силу этой формулы на лучах агв 2 == фо -Е в имеем 


то а) = - AG. o(t, + ВЕ 2 = tell WoL), 


а на окружности |2| =r 


Е” (= 7 ' 
Im [Е Ge aa} =rUr(r, 9) dg, rarer, 
a 


Поэтому формула (17) принимает вид 


ть (г) = №ь(г) нь (т), 


rae 


der) = gi | (Ue (tse) ИЕ, — e)) 
0 


- мох | UFC, yao. 
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Из теоремы 3.6.5 следует, что 


he (r) ~ BO. (НР (5 + 9) — НЕ „— =)]. (18) 


Оценка функции и, (г) существенно сложнее. Именно для 
нее нужны доказанные выше леммы. 
Рассмотрим функцию - 


ne (r) = 


Cth 
3 
5 
= 
> 
IS 


* . 
и аналогично построенные функции Ae (г) и pe (г). Считая 
для простоты, что Ё(0) =.1, мы получаем для функции 


це (") формулу. 7 


8 


а | Uae. 


. —в 


Для функции Аг (r) из формулы (18) легко получаем, 
что 


май. [НР 8) — He (G—2)). (18%) 


Обозначим 
= М, (г) 


д = lim — Е 
тю (7) 


к ы * 
С одной стороны, мы имеем для функции Це (г) очевид- 
ную оценку 


Tim 2 <2es. | (19) 


С другой стороны, согласно следствию ‘из теоремы 3.5.6 
для каждого k>1 ‘существует  последовательность 
т, = +00, удовлетворяющая условиям Ты Tn <kranty 
и такая, что 2 


lim "eng 4 
oon = eT 


7 М. А. Евграфов 
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Отсюда вытекает неравенство 

ИС п) Е „Я 

Tim hay — 2e0 Fs. (20) 


Из неравенств (19) и (20) вместе с формулой (18*) мы 
получаем, что 


—— ng (г) Г 
ту < rag | He | Фь - &) — Ир (Po — =)} + 2e0 (24) 
a * 
ь : 
lin > 
255 [НФ 9 — He (Gy — 9 20. (22) 


Из она (16) видно, что при любом фиксированном 
0<9<т aad у 


— ng (r) — п (г) тв (r. Ся) Ш ne (r,) 
ascoy ПВР) iia А (г) Hoy A(r,) = on hr.) 


Это значит, что неравенства (21). и (22) остаются в силе, 


если заменить в них функцию ne (") функцией по (г). Ho 
величины 


уже не зависят от &. Поэтому, полагая = —> 0, мы получа- 
ем, что 


Феи С Ир (H +0) — Ир 0). (23) 


При выборе последовательности г, мы могли взять k= 
= 1-6, где число 6 > 0 сколь угодно мало, Поэтому, при- 
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меняя лемму 1, находим 


ТИ 
Пе = = > [Ar (% + 0) — Hy (%— 0)}. 


T7090 


Применив теперь лемму 2, мы получим утверждение тео- 
ремы. р 


Если весь отрезок (0, 2л) можно разбить на конечное 
число интервалов, внутри каждого из которых’ сущест- 
вует равномерно по 2 точный Нредел в формуле для ин- 
дикатора целой функции F(z), то для такой целой функ- 
ции теорема 3.6.6 дает хорошее асимптотическое описа- 
ние распределения ее нулей. Действительно, из теоремы 
3.6.6 следует, что в этом случае нули функции Р(2) рас- 
положены вблизи тех лучей, которые отвечают точкам 
разрыва производной индикатора. Более того, для числа 
этих нулей можно написать асимнтотические формулы. 
Мы придадим сейчас этому утверждению более удобный 
вид. 

Обозначим через п»(г; a, В) число нулей Фуииции 
F(z) в секторе 


|2| <^ a<argz< в 


Тогда из теоремы 3.6.6 следует, что предел 


(г; а, В) 


: n 
ae =x (a, В) 


то 


‘существует, если ни ©, ни В не совпадают с точками раз- 
рыва производной индикатора Н»„(ф), которые мы 0603- 
начим через gy. Допустим, для определенности, что ни 
одна из точек ф, не равна нулю, и рассмотрим функцию 


№ (0) = 2лх (0, 0). 


Эта функция кусочно-постоянна. Она имеет скачки 
в точках ф==Фф», а величина этих скачков равна 
Hy(g,+0)— Н»(ф — 0). Поэтому, используя  дельта- 


17* 
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функцию Дирака 6(x), мы можем ваНисать 
he (9) = Di {He (ty + 0) — He (Oa — 0)} 6 (Ф— $). 


Ho из теоремы 3.6.5 нетрудно вывести, что и 
Hy (9) + рН» (9) = 


= 2 (Ae (Gx + 0) — He (Or — 998 (9 — 9). 


Hs (9) + 0° p (9) = Ar (@). 


В доказательствах теорем 3.6.4 и 3.6.4* мы строили пред- 
ставление функции Н(ф) из класса Т› с помощью функ- 
ции (9), связанной с фупкцией Н(ф) именно таким об- 
разом .(мы обозначали там \’(0} через и (0)). Таким об- 
разом, мы выяснили, что для описанного нами выше 
класса целых функций Ё(2) их индикатор связан с фуяк- 
нией A~(8), описывающей распределение нулей функции 
F(z) по углам, формулой 

on 


Нь(®) = [ 056-09) arp (®) 
0 


для нецелого о и формулой 
. an 


Hy (9) = Acos pp + Bsin pp + [| Q5(~ — 0) dhy (0) 
В 0 7 


для целогб р. Здесь, как и в теоремах 3.6.4 и 3.6.4*, ядра 

0, (Фф) и 0»($) представляют собой периодические функ- 

‚ ции с периодом 2л, определенные на отрезке (—л, л) 
равенствами ы 


Qo (®) — cosp (t—| 1) 


2sinap OH 


29 #: 


0; (в) = От 19 need: 
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Эти формулы справедливы и для более широкого 
_ класса, о котором упоминалось выше,— для класса функ- 
ций вполне регулярного роста. Идея, которая легла в ос- 
нову‘ определения этого ‘класса, состоит в том, что нули 
целой функции в действительности не изменяют правиль- 
пости или неправильности ее поведения на бесконечно- 
сти. Нужно лишь исключить пз рассмотрения некоторые 
малые окрестности нулей, и брать предел в формуле для 
индикатора по оставшемуся множеству. Подробное изло- 
жение теории целых функций вполне регулярного роста 
можно найти в книге Б. Я. Левина «Распределение кор- 
ней целых функций», Москва, ГТТИ, 1956 г. 


ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К $36 


1°. Пусть F(z) — функция, регулярная в полуплоскости Ве z> 
> 0 и удовлетворяющая условию 


In] Fiz + iy)| = O(e™), &>0. 
Показать, что фупиция 


hp(y) = Tim e~®* In} F (x + | 


х->. foo 


тригонометрически `р-выпукла (но не обязательно периодична). 
2°. Пусть функция F(z) регулярна в полосе | Ве 2| < аи удов- 
летворяет условию : 


Рен =О(уй), у ==. 
Показать, что фуниция 


—_ In| F(x+iy)} 
h = fin — 
nee ую ШУ 


выпукла книзу. 

. 3, Доказать, что теорема 3.6.6. остается в силе, если F(z) — 
не целая функция, а только регулярна в угле |агё 2 — ф| <пи 
удовлотворяет условию 


In| F(z)| = O(h(|z])). 


4°, Доказать, что функция Н(ф) принадлежит классу 7, тог- 
да и только тогда, когда она является опорной функцией какой-ли- 
бо выпуклой ограниченной области на плоскости. 

6°. Пусть F(z) — аналитическая функция, регулярная в полу- 
- полосе Rez >> 0, |Imz| <\, и пусть при любом а > 0 равиомер- 
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но по у, а = |у| <n, существует предел 


’ | . In| Fietiy) | 
ip) = Jin 
(кроме toro, In|F(z + iy)| = 0(е2*), г—- оо}. Обозначим через 


Ng(z) число нулей F(z) в прямоугольнике O< Rez < 2, |1 2| < \. 
Показать, что 


Ng (2) 1 yo i 
a Seer lei 
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Сейчас мы коротко расскажем еще об одном направ- 
лении теории целых функций, бурно развивавшегося 
25—50 лет назад. Это. направление довольно тесно свя- 
зано со многими другими областями анализа и теории 
фувкций (ряды Дирихле, полнота и замкнутость систем 


функций и др.). 


Основная постановка задачи (многократно обобщав- 
шаяся различными способами) состоит в следующем. 

Дана последовательность точек {An}, где ^„- со. Tpe- 
буется найти условия на класс функций (целых или хо- 
тя бы регулярных в некоторой области, содержащей все 
точки ^„), чтобы этот класс содержал не более одной 
‚функции F(z) с заданными значениями F(A,). Теоремы 
такого рода называются теоремами единственности. 

Когда теоремы единственности уже получены, возни- 
кают и более сложные задачи. Например, восстановить 
функцию F(z) из класса единственности по ее значениям 
Е(^»), или найти условия на числа А„, чтобы существо- 
вала функция F(z) из класса единственности, для кото- 
рой F(An) = An. 


Мы будем говорить об одном из наиболее простых 
случаев, когда последовательность {An} удовлетворяет 
условиям 


0 < Вел, < Вел, <...; lim =o, (1) 


п My 


где 0`<в <. С последовательностью {An} обычно 
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всегда связывают функцию 


Условия A), как нетрудно убедиться, обеспечивают схо- 
димость бесконечного произведения. 


Вот одна из основных теорем единственности. 

Теорема 3.7.1. Пусть функция F(z) регулярна в 
правой полуплоскости, непрерывна вплоть do мнимой 
оси и удовлетворяет условиям 


| F (9) |< М exp (ло — =) у}, —e<use e>0, (2) 
A я 
[Е (2) [< Mexp(Alz)), Rez>0. (3) 


Если F(An) =0 при n= 1, 2, ..., а последовательность 

{An} удовлетворяет условиям (1). то F(z) =0. 
Доказательство. Сначала оценим функцию Ф (2). 

Используя теорему 3.3.8, можно получить формулу 


In| ® (re? 


; a) eee р 
lim niet O<ipi<x (4) 


Tro у 
В силу непрерывности индикатора сохраняется равенст- 
во и всех остальных ф, но уже после замены точного 
предела верхним. = 
Формулу (4) часто бывает удобнее иснользовать за- 
писанной в виде 


“In| O(@+iy)|~noly|, vse, [15150 (5) 


Рассмотрим теперь функцию 


aoe 
FQ) =ae- 


Она регулярна в правой полуплоскости, ибо F(A,) = 0, 
и непрерывна вплоть до мнимой оси. Из формул (2) и 
(5) видно, что 


\Fi(iy) | < M.,exp(— e:ly|) 
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при любом в: < г. Оценим рост функции Ё!(2) в правой 
полуплоскости. С этой целью выберем ино 
ность {rn}, для которой 


Ta ©, Trey < Г» S Ira, nal, By eos 
и 
min |Ф (2)|> M exp(— 4or,), M>0. 
Вл 


Существование такой последовательности {r,} вытекает 
из следствия 2 теоремы 3.5.6. Тогда мы получаем оценку 


12. (=) | < Mrexp{(A + 46) rn} 


на полуокружностях |2| ==г,, Rez > 0. Если применить 
к функции F\(z) принцип максимума модуля в полу- 
кольце | 


7-1 5 |2| <г», Ве2>0, 


то мы легко получим из написанной оценки неравенство 


[Fi(2)| < Mh exp(2(4 + 40) |2}, 


справедливое уже BO всей правой полуплоскости. Из по- 
лученных неравенств для |Fi(iy)| и |F1(z)| видно, что 
функция F\(z) удовлетворяет условиям теоремы 3.5.3 
(с учетом замечания к ней}. Согласно этой теореме 


F\(z) = 0. Поэтому и F(z) = 0. 


Если предположить, что F(z) — целая функция, и по- 
требовать, чтобы она обращалась в нуль во всех нулях 
функции Ф(2), то можно получить существенио более 
точные оценки возможного роста функции Е(2) (отлич- 
ной от тождественного купи) Мы приведем сейчас один 
такой результат. 


Последовательность {^„} мы по-прежнему будем счи- 
тать удовлетворяющей условию (1), но обозначим допол- 
нительно : ы 


№ = 0, =, n= 4, 2, rey 
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и вместо функции Ф(2)° будем рассматривать функцию 
Ф, (2) = 2Ф(2). Сверх этого мы введем величины 


дп = + Ве (hy + Anti)» Oy EA ED va 


и будем предполагать, что при всех n=O, +1, +2, ... 
и при всех действительных у выполнялось неравенство 


[Ф, (25 + ty) | > М [25 exp (лоу) (6) 


с определенной постоянной & и скакой-либо положитель- 
ной постоянной М. . - 

Следует заметить, что условие (6) весьма ограничи- 
тельно, и что проверить его выполнение по данной нпо- 
следовательности {An} далеко не просто. Можно пока- 
зать, что условие (6) выполняется для последователь- 
ности {^,}, имеющей вид 


№ = Ее, neO 2, ... 


Можно даже показать, что изменение точек 2d, этой 
последовательности на величины, не превосходящие 
(2|n| + 1)-' не нарушат условия (6). Однако, с другой 
стороны, видно, что добавление к последовательности 
{^.} только одной пары точек сразу приводит к замене 
в условии (6) постоянной a на a+ 2. 


Теорема, которую мы сейчас докажем, дает ие только 
условия единственности. Она дает и формулу, восстана- 
вливающую функцию F(z) по ее значениям F(A,), п = 
==0, +1, #2, ... . 


Теорема 3.7.2. Пусть целая функция F(z) ydoese- 
творяет неравенству 


[Е (= +) | < М [2|**'6(|2]) exp ((ло —=)|у|), (7) 
где & — какая-либо положительная постоянная, а 6(t) — 


какая-либо функция, стремящаяся к нулю при #— -{ oo, 
Если последовательность {An} удовлетворяет условиям 
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e > 
(1) и (6), то при всех z имеет место равенство 


` 


{Написанный ряда называется интерполяционным рядом 
Лагранжа.) й 
`° Доказательство. Рассмотрим интеграл 


1 FO а 
Inna) =aa J бот 
Тп,т,В 


где Lam,» — граница прямоугольника 
tim < Веб «т» |< В. 


Мы покажем сначала, что этот интеграл стремится к ну- 
лю, когда 2 — произвольное фиксированное число, а 
п» о, m++to, Аи и. 
, 

С этой целью заметим, что при €, лежащем на горизон- 
тальных сторонах прямоугольника, из формул (5) и (7) 
нетрудно вывести оценку 

Е (0 1 , 

ГЫ, — |< М’е-вв 

la 6—1 = ы 
где &) < Е — произвольное положительное число, а по- 
стояпиая М” зависит от & и от 2. При €, лежащем на 
вертикальных сторонах прямоугольника, мы получаем 
из неравенств (6) и (7) оценку 


To ty «ие. (6 et) + 8025). 


Здесь опять в; < = — произвольное положительное чис- 
ло, а постояпная М” зависит от 2; и 2. Из этих оценок 
немедленно вытекает, что 


Tam (2) —0 


при любом фиксированном 2 и при п-+ -- ©, т-> -{ 00, 


Е + ®. 
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С другой стороны, вычисляя интеграл T,mn © MOMO- 
щью вычетов, находим при достаточно большом В 

п 

хх FO) 1 РО 


Ти,т,в (8) =— 
м h=—m+-1 1 (Ay jimh, Ф. С)" 


Следовательно, переходя к пределу при Noo, т- со, 
В > т- п, получаем 


F(z) =, (2 У PO) 1 : 
(2) т a № 


Теорема доказана. 

Обращает на себя внимание тот факт, что для восста- 
новления F(z) в теореме 3.7.2 использовано очень много 
лишних {с точки зрения теоремы 3.7.1) данных, необхо- 
димых, однако, для сходимости интерполяционного ряда 
Лагранжа. Более того, в условиях сходимости ряда Лаг- 
ранжа нельзя выбросить даже одну точку, так как уда- 
ление одной точки уменьшает © на единицу в неравен- 
ствах (6). 

В случае, когда сходимость ряда Лагранжа нельзя 
обеспечить, задача восстановления F(z) по F(An) стано- 
вится значительно сложнее. Мы решим эту задачу и 
задачу о характеристике Р(^.) в условиях, довольно 
близких к условиям теоремы 3.7.1. Результаты, которые 
‚мы используем для этой цели, вскрывают интересную 
связь между ростом аналитической функции, регулярной 
в полуплоскости, и свойствами некоторого ряда Дирихле, 
связанного с этой функцией. 

Начнем с доказательства двух теорем. 

Теорема 3.7.3. Пусть F(z) — аналитическая функ- 
ция, регулярная в полуплоскости Rez >> 0, непрерывная 
вплоть Go ее границы и удовлетворяющая неравенствам 
(2) и (3), а ^, — последовательность, удовлетворяющая 
условиям (1). Тогда, если ряд Дирихле 


«< F(An) 
Р (=) = ПАПА ehn? x _ (8 
(=) = oO Gn)? (8) 


‚ 
абсолютно сходится в некоторой полуплоскости Rez < а, 
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то его сумма может быть аналитически продолжена в по- 
лосу |1 2| < в, причем в любой внутренней полосе она 
ограничена. ь 

Доказательство. Рассмотрим функцию 


ico 


ГР - 
Р (=) = oni = | a edt. (9) 


—ю. 


Так как согласно (2) и (5) при любом в, О0< а <e, 
имеем 


|5 | < Мет <<, 


то интеграл равномерно сходится в любой полосе 
[12| Se), &1 < в. 

Покажем, что при отрицательных 2, достаточно боль- 
ших по абсолютной величине, существует такая после- 
довательность г, — 00, для которой 


| mee < м: ell, трети» Ret >0. (10) 

Вне угла fargo] <n, 0<n< > выполнения этого 
равенства можно добиться при всех |5|, так как инди- 
катор-Я (ф) о 


Ри (5) = é ) ett, Н ($) = > Tim + in| F, (re')|, 


‘в силу (2) и-(5) отрицателен при ф= +5 ‚ а при ф == 1 
его тоже можно сделать отрицательным Ей счет выбора 2. 
Поэтому из свойства тригонометрической выпуклости сле- 
дует, что при отрицательных 2, достаточно больших по 
абсолютной величине, индикатор Н(ф) будет отрицателен 
х 

в углах п < Jargo| < >. 

Внутри угла соображения с индикатором применить 
нельзя, так как у функции F\(€) имеются полюсы, но 
существование нужной последовательности г, следует из 


теоремы 3.5.6 и из возможности взять 2 отрицательным 
и сколь угодно большим по абсолютной величине. 
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Обозначая через С, границу полукруга || =r, 
Веб > 0, мы можем написать 


too 


м 4 РО a 4. (FO 
Pi) =~ | oe a = mom ) Oe © +o, 


—1> у Cn 


так как согласно. (10) интеграл по полуокружности при 
п— 0 стремится к нулю. Вычисляя последний интеграл 
с помощью вычетов, находим 


: Fx) ee 
P(z)=1 
(2) Lac afters $” (hy) ° 


Е (hy) 


Но согласно условию ряд У № 
=o (An) 


сходится при 
Rez < а. Следовательно, этот ряд и наш интеграл пред- 
ставляют одну и ту же аналитическую функцию. Иными 
словами, сумма ряда аналитически продолжается в поло- 
су |Imz| < в при помощи интеграла, Теорема доказана. 

Второй результат, который мы докажем, является в 
некотором смысле обратным к теореме 3.7.3. 

Теорема 3.7.4. Пусть последовательность hn удов- 
летворяет условиям (1), а ряд Дирихле 


P(e) Уве 


абсолютно сходится в полуплоскости Rez<a, его сумма 
аналитически продолжается в полосу |Imz| <в и огра- 
ничена в этой полосе. Тогда функция 


© 


FQ) =Ф() 6), GE = J P (x) e-*dz, 


регулярна в полуплоскости Rez >0 и удовлетворяет не- 
равенствам . 


[F (n+ 8) < Меле-вии, | F (2) |< Mea, 
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зде 
#1 Зе п>> 0, Rez > 1 


При этом F (dn) = а, Ф’(^,). 

Доказательство. В полосе |Imz] < мы имеем 
для суммы ряда Дирихле перавенство |Р(2)| <М,, но 
согласно условиям (1) при достаточно большом b будет 
выполняться еще и неравенство 


| P (2) | < Mye~*"l, jImzl<e, Вег<— в. 


Поэтому интеграл 
ootit, 
Gi2)= | Pleat, Inl<e, 


Ма 


равномерно сходится при 0 < и! < Ве? < 0. а и по 
теореме Коши не зависит от т. На любой прямой Rez == 
=, 01 < 1 < @2, мы без труда получаем для него оцен- 
ку, выбирая T= -Е а (в зависимости от знака у): 


[Gin + №) | < Mye-*ml, = <и<® (4) 


Найдем аналитическое продолжение G(z) на полу- 
плоскость Rez > 0. Для этой цели напишем 


а 


би = J P(aje*de+ | P (ale dz=G, (2) + C,(2). 


co a 


Функция e“G2(z) рогулярна и ограничена при Rez > 
=> 0, а для нахождения аналитического продолже- 
ния функции .С,(2). подставим в интеграл вместо P(z) 
ее разложение в ряд Дирихле и проинтегрируем почлен- 
но, что вполне законно при Rez > 0. Это даст нам 


Заметим, что функция 6“С1(2) ограничена вне кругов 
© 


|2 —Л,| <6, 6> 0, так как ряд a,e'"™" по условию аб- 
n= w 


солютно сходится, 
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Таким образом, мы видим, что функция е”*С (2) регу- 
лярна в полуплоскости Це: > 1 > 0, за исключением 
простых полюсов при 2.=А,, и ограничена в этой полу- 
плоскости вне кругов —^,| <8. Поскольку функция 
Ф (2) имеет в точках ===А„ нули и удовлетворяет нера- 
венству Е 


[Ф (2) |< Меди, А: > по, 


то функция F(z) = Ф(2)6(2) регулярна в полуплоскости 
Fez > 0 и удовлетворяет неравенству 


| F (2) |< МегАм, Rez>n>0. 


Кроме того, из формул (11) и (5) следует, что при лю- 
бом =; < = выполняется неравенство 


| F (y+ 2) | < Мело-вт, — м <у< о. 


Наконен, 
F (dn) =Ф' (A,) выч. @ (2) = Ф’ (A,) выч. С, (2) = D! (An) ав, 
i 5 


thy thy 
и теорема доказана. 


Последние теоремы позволяют нолностью решить во- 
прос о восстановлении F(z) по F(An) и об условиях того, 
чтобы числа A, являлись значениями в точках A, функ- 
ции F(z), удовлетворяющей неравенствам (2) и (3). 
Правда, от последовательности A, нам придется потребо- 
вать кое-что сверх условий (1). Именно мы будем пред- 
полагать вынолненным условие 

п! Ф’ 
tim IS Oo) > — 0. (12) 
noo n 


Можно показать, что из более простого ` предположения 
Jan — Аи —Ф т b> п. т=ьз,... (43) 
следует выполнение условия (12), и притом с y=0. 
Теорема 3.7.5. Пусть последовательность hy удовле- 


творяет условиям (1) и (12), а Е(2) — условиям (2) и 
(3). Тогда при достаточно большом 4 функция F(z) мо- 
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жет быть представлена в виде 


Е (2) = Фе [Ре е-х dot «> aay pas : 


где P(z) — аналитическая функция, представимая в Go- 
статочно далекой полуплоскости Вез < а рядом Дирихле 


я : 
Е (An) en 
n=1 ® (An) 


.Р (2) = 


Доказательство. Согласно теореме 3.7.3 ряд Ди-. 
рихле P(z) аналитически продолжается в полосу 
|Imz| <e в ограничен в этой полосе (сходимость ряда 
легко следует из (3) и (12)). Аналитическое продолжение - 
P(z) осуществляется при помощи формулы 


1 О ед 
вы-- | £8 Gs 


i090 


Рассмотрим функцию 


T(2) = [рен {4 Г Е extt—2) dr dt, 
2 —q iv 


При Rez > 0 порядок интсгрирования можно изменить, 
и мы получаем 
too 3 
ЕО „фаер 96 
[(2) = = | e~ Kb?) —. 
@) oO f=: 


ic 


Как и в теореме 3.7.3, мы можем выбрать такое 9 и та- 
кую последевательность г, 00, что ы 


FQ 26 
ФО е «| < Мг и, ТоГ= ти, Reg >, 


Обозначая через С, границу полукруга |5| < т», Re€>0,° 
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получаем 
FO ggg tt 


I) = — lim о 


® (0) $ —2 


Pall 


Из условия (12) следует, что последний ряд сходится. 
при достаточно больших 4 и представляет аналитическую 
функцию 2. Следовательно, 


- И теорема доказана, 


Из теорем 3.7.3 и 3.7.4 нетрудно получить как необ- 
ходимые, так и достаточные условия для того, чтобы чис- 
ла A, были значениями функции F(z), удовлетворяющей 
условиям (2) и (3), в точках `последовательности An, удо- 
влетворяющей условиям (1) и (12). 

Для изучения ‘рядов Дирихле можно применять тео- 
ремы 3.7.3 и 3.1.4. Приведем простейший пример теоре- 
мы такого рода. 

Теорема 3.7.6. Пусть последовательноеть hp -удо- 
влетворяет условиям. (1). Если ряд Дирихле 


P(e) = Уве" 
n=l 


абсолютно сходится при Rez<a, а его сумма аналити- 
чески продолжается в полосу [Im 2| За, «> ло, и oe 
раничена в этой полосе, то все коэффициенты этого ря- 
да суть нули. 7 

Доказательство. Согласно теореме 3.7.4 функция 


со 


F(z) =Ф | P(x)e-*dz 


18 M. А. Евграфов + 
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удовлетворяет неравенствам 


| F (2) | < Meat, Ве: 1>0, 
|F(q 8) | < Мет, о<2<а— ло. 
Но по теореме 3.5.2 (точнее, по замечанию к этой теоре- 


ме) F(n +2) =0. Это возможно лишь, когда P(z) =0. 
Теорема доказана. 


ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К § 37 


1°. Пусть последовательность An удовлетворяет условиям 


< 
0<м<4,<.... Ум! =о. 


nat 


Если аналитическая функция F(z) регулярна и ограничена в полу- 
плоскости Rez > 0, то из условий F(An)=0, п =1 2, ... 
следует F(z) == 0. 

2. Пусть последовательность dn удовлетворяет условиям 


co 
<<<... Ум! =о, 


а { dn} 
TlokasatTb, что система функций 12"! полна на отрезке [0, 1], т. е. 
не существует непрерывной на этом отрезке функции f(z) = 0, 
для которой 


1 


fia x "de = 0, Nah Qin 
. a“ 
3°. Пусть последовательность ^„ удовлетворяет условиям 
ей 
<< <.. Ay = A *+0(7) n+ $05 Mon = An: 


Показать, что если a < 0, то система функций, {е ей] (a=0, +14, 


+ 2,...) полна на отрезке [— ло, пб]. 
4°. Пусть ООВАТеНЫНОНТЬ An удовлетворяет условиям 


A> dip PA, th 5>0, FH ~o, nto. 
в 
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Показать, что ряд Дирихле 
~ co 


; P(s) =D) enn", 


n=1 


на каждом отрезке Rez =¢,b<Imz:<b +a, a> 2710. имеет 
хотя бы одну особую точку. 


56°, Пусть последовательность Ay» удовлетворяет условиям - 


0< Вей, < Вел, <... ео, no tony 
n 


© 
а ряд Дирихле Р4:}-==- У, a ehnt абсолютно сходится при всех 2 и 
n=1 


< px” 
12 (| < М, Ja, [ew Вет < Ме, eo <<. 
1 


n= 


л 
Показать, что еслир < о’ 70 F(z) == 0. 


Глава IV 


АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ. 
КОНКРЕТНЫХ ПРИМЕРОВ 


$ 4.1. Функции, представленные интегралами 


Довольно просто могут быть получены точные асимп- 
тотические формулы для целых функций, представленных 
интегралами вида 


F(t) = [ео (1) 
с 


где h(z) — некоторая достаточно хорошая аналитическая 
функция, а С — контур, уходящий в бесконечность обои- 
ми своими концами или одним из них. Функция F(t), 
представленная интегралом вида (1), будет целой, если 
в тех направлениях, где контур С уходит в бесконечность, 
функция Вей(2) стремится к -- со быстрее, чем любая 
постоянная, умноженная на |2|. 

Для получения асимптотических формул применяется 
метод перевала, часто в сочетании с методами теории вы- 
четов. Важное преимущество интегралов вида (1) перед 
какими-либо. другими состоит в TOM, что для них можно 
дать весьма общие указания на то, какие точки перевала 
определяют их асимптотическое поведение. 

Мы по-прежнему не будем уделять большого внима- 
ния самой технике применения метода перевала. В част- 
ности, задача 06 определении асимптотического поведе- 
ния интеграла (1} будет считаться решенной, когда най- 
дены точки перевала и проходящий через них контур, на 
котором наибольшее значение функции Ве (—№(2) +26) 
достигается именно в этих точках. Мы не будем останав- 
ливаться на подробностях вычисления вклада. точки пере- 
вала, а также на сведении наших интегралов к интегра- 

- лам вида - 


фо, Deas. 


С: . 
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Под вкладом точки перевала 2 = c(t) мы будем пони- 
мать интеграл по части контура, лежащей в круге 
[#—е(1) |< *(Ире(, где t(t) — 00, а pe(t) — радиус 
влияния точки перевала, т. е. |” (с(1)) |-". В большинст- 
ве случаев для вклада точки перевала справедлива асимп- 
тотическая формула 


2 манная — 
УИ те «ОН, (2) 


а для вклада начала контура С — аспмптотическая фор- 
мула 


Ve) — + ee tele) (3) 


Чтобы лучше разъяснить ход рассуждений, докажем 
сначала одну совсем простую теорему. 

Теорема 4.1.1. Пусть №(2) =227--а12?т1--... Нат. 
Асимптотическое поведение интеграла 


F(t) = { ео, 


при х— оо определяется суммой вкладов всех точек 
перевала, расположенных в верхней полуплоскости. 

Доказательство. Выясним прежде всего, каков 
характер поверхности и == Re(—h(z)) при больших Zz 
Так как h(z) ~ 2?™ при 2-+ 00, то, полагая 2 == ге®, по- 
лучаем Re(—h(z)) =—r?™ cos т ый o(r?m), Отсюда’ вид- 
но, что Re(—h(z)) — —oo при 2- с внутри углов 


|| < ВО, и 2m — 1, 


и Re(—h(z)) — со при 2- oo внутри углов 


— 1 Sess 
|e— “|<, в =0, 1... 2т — 4 


Если воспользоваться географической терминологией, то 
можно сказать, что эта поверхность представляет собой 
2m ущелий, разделенных 2m, горными хребтами, 
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Рассмотрим, как изменится характер поверхности от 
добавления слагаемого Re(izz). Нас будет интересовать 
лишь часть поверхности, расположенная над верхней по- 
луплоскостью. В верхней полуплоскости величина Ве (172) 
отрицательна. Поэтому в ущельях общая картина оста- 
нется той же, только они станут еще глубже. На хребтах 
дело обстоит несколько сложнее. Сначала при движении 
вдоль хребта высота будет понижаться, так как х велико 
и главную роль играет слагаемое Re(ixz). Однако при 
дальнейшем движении вдолъ хребта высота дойдет до ми- 
нимума и начнет возрастать, так как Ве 2?" растет быст- 
рее, чем |2|. Точки хребтов, имеющие наименьшую высо- 
ту, и есть точки перевала. Нетрудно проверить, что в 
верхней полуплоскости точек перевала столько же, сколь- 
ко хребтов, и что расположены они на хребтах. Линии 
наибыстрейшего спуска, выходящие из этих точек пере- 
вала, очевидно, уходят в бесконечность по ущельям, при- 
мыкающим с обеих сторон к хребту, на котором располо- 
жена точка перевала. . 

Пусть z == с,(2) — одна из точек перевала. Обозначим 
через С» контур, составленный из двух линий наибыст- 
рейшего спуска, выходящих из этой точки. Зададим на- 
правление контура С»: будем считать, что контур С» начи- 
нается в том из ущелий, которое ближе к отрицательной 
части действительной оси. Интеграл по действительной 
оси равен сумме интегралов по С», а асимптотическое по- 
ведение интеграла по С, дается вкладом точки перевала 
с, (+). Тем самым теорема доказана. 

Ясно, что те же рассуждения пригодны не только для 
таких интегралов и не только для случая, когда h(z) — 
многочлен. Решающим здесь является лишь то обстояз 
тельство, что точки перевала уходят в бесконечность и 
что в бесконечности позерхность и =. Ве(—й(2)) имеет 
вид чередующихся хребтов и ущелий, мало отличающих- 
ся друг от друга. 

При этом даже не обязательно, чтобы функция —h(z) 
была регулярна, обязательна лишь регулярность е-”® 
в верхней полуплоскости (т. е. функция e~" может об- 
ращаться в нуль). Осложнения возникают только тогда, 
когда нули e~") попадают в область влияния точки пере- 
вала, т. е, когда их расстояние от этой точки того же по- 
рядка, что’и ее радиус влияния. Впрочем, даже и в 
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этом случае асимптотическое поведение часто удается 
найти. 

Пример. Найдем асимптотическое поведение пра 
п = © величин а„, определяемых равенствами 


со 


У 4,2" = cy Где Г (2) = { ие “du. 


n=O 0 


По обызда Коши имеем 
_ 4 
a, = ant yy att Pin enti’ 


Согласно формуле Стирлинга (см. $ 1.4, пример 3) 


Г (2) =zlnz—z +: р 1 inn | (-) 


2 


когда 
2—0, [а 2| <л—1 


так что поверхность и =. —ш|Г(2)| представляет собой 
‘одно ущелье (при Ве &>>0) и один хребет (при Ве 2< 0). 
К сожалению, на хребте, как раз там, где должна быть 


точка перевала, функция To имеет нули. Чтобы осво- 

бодиться от этого препятствия, заметим, что часть коиту- 
л 

ра, лежащая в угле|ате 2 | <-— — 1, несущественна для 


оценки, и заменим интегрирование по окружности |2| =r 
WIEN RPORRE REN по L,—rpanune сектора |2| >7, 


Jarg(—z)| < +1. Кроме того, воспользуемся фор- 
мулой РН = 


даст нам 


и Ся { T(E пень _ 


После замены § = —2 это 


sin as’ 


~ cr | Ге Неа, 
Ly 
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Korum двум интегралам все наши рассуждения полностью 
применимы, и поэтому каждый из них асимпхогически 
равен вкладу своей точки перевала. Опуская выкладки, 
связанные с вычислением этих вкладов, приведем окон- 
чательный результат: 


a (—1)" т [е-п бот иле. 


а, = 
в 2n Inn 


епт u(ne—™4) д (nei) 40(1) }. 


Здесь (2) — та ветвь функции, обратной к 2 № 2, которая 
положительна для положительных 2. ‘ 

Теперь мы несколько усложним наши рассу ждения a 
докажем более общий результат, 

Теорема 4.1.2. Пусть 


h(z) =. 22т-| а122т-1 tt dan, 


Асимптотическое поведение интеграла 
oe 
Е( = { и 
Ses ы 


при #— со определяется суммой вкладов двух точек пере- 
вала, расположенных ближе всех других Mm действитель- 
ной оси. 

Доказательство. При доказательстве предыдущей 
теоремы мы выяснили, какие изменевия в вид поверхно- 
сти u==Re(—/(z)) вносит слагаемое Re(2t), если t чисто 
мнимое. Немногим сложнее решить этот вопрос и для лю- 
бых ¢. Грубо говоря, имеются такие возможности: 

в данном ущелье или имеется луч, вдоль которого 
Re zt > —oo, или таких лучей нет, и Re 21 — --с0 по всем 
направлениям в этом ущелье; 

на данном хребте или имеется луч, вдоль которого 
Ве zt > +00, или таких лучей нет, и Не zt — —oo по всем 
направлениям на этом хребте. 

Если в ущелье есть луч, вдоль которого Re 2#-— о, 
или на хребте есть луч, вдоль которого Ве 31 — +00, то 
общая картица в таком ущелье или на таком хребге со- 
храняется — ущелье становится песколько глубже, хребет 
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несколько выше. Если во вбем ущелье Ве -— -- со, то 
картина меняется — ущелье оказывается как бы перего- 
роженным плотиной, которая тем выше, чем больше зна- 
чения #2. Если на всем хребте Ве zt + —oo, то хребет вна- 
чале как бы размывается, и этот размыв тем глубже, чем 
больше значения t. 

В двух последних случаях мы обязательно- получим 
точки перевала. Ими будут самая низкая точка плотины, 
перегораживающей ущелье, и самая низкая точка хребта, 
находящаяся в его размытой части. В двух первых слу- 
чаях в ущелье и на хребте точек перевала не будет. 

Выясним, куда идут линии наибыстрейшего снуска, 
выходящие из точек перевала. Пусть точка перевала на- 
ходится на размытом хребте. На всем этом хребте 
Ве zt > —oo, так что для ущелий, примыкающих к наше- 
му хребту, имеются лучи, вдоль которых Re 2 -— — со. 
Ноэтому линии наибыстрейшего спуска уходят в беско- 
нечность именно по этим ущельям. (Особым является 
случай, когда Re zt меняет знак как раз на границе хреб- 
та и ущелья. В этом случае: вопрос о TOM, куда пойдет ли- 
ния наибыстрейшего спуска, потребовал бы изучения сле- 
дующих коэффициентов многочлена h(z), Однако мы 
увидим, что эти тонкие вопросы не имеют значения для 
оценок.) Если точка перевала находится в ущелье, то, 
рассуждая аналогичным образом, мы придем к выводу, 
что одна линия наибыстрейшего спуска уходит в беско- 
нечность по ущелью, а вторая — в область сравнительно 
небольших значений 2, где вид поверхности и ==, 
== Re(—A(z) + 21) определяется только слагаемым Re zt. 
Это значит, что в области небольших значений = линия 
наибыстрейшего спуска пойдет но направлению, вдоль ко- 
торого убывание Ве zt наиболее сильно, т. е. близко к лу- 
ay агб 2 =.л —argt. Пройдя область небольших знзчс- 
ний 2, линия наибыстрейшего спуска уйдет в бесконеч- 
ность по ущелью, лежащему ближе всего к лучу arg z= 
=n —argt. (Если таких ущелий два, то вопрос снова. 
становится весьма тонким, но мы опять же увидим, что 
для оценки. эти тонкости значения не имеют.) 

Прежде чем приступать к замене интегрирования по 
действительной оси интегрированием по контуру, состав- 
ленному из линий наибыстрейшего спуска, нам понадо- 
бится грубо оценить вклады точек перевала, 
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Точки перевала 2 = ¢,(t) определяются из уравнения 
h’(z) =.Ь и при t > со имеем 


4, Prep (tt oa an 


ama—t 2т—1| 


где 
k=0,1,..., 2т— 2. 


ie формулы (2) следует, что для вклада точки перевала 
Vo (t) мы можем написать 


по (О ~ And оз [2 ( arge— 2%}. 


Таким образом, если 


ве =] <Jargt— = ’ 


то вклад точки перевала c,(t) мал по сравнению с вкла- 
дом точки перевала с,(#), и им можно пренебречь. 

Через С, обозначим контур, состоящий из линий наи- 
быстрейшего спуска, выходящих из точки перевала 
2 =. с, (1). Он начинается и кончается в двух различных 
ущельях. Выберем направление этого контура таким, что- 
бы‘он начинался в том ущелье, которое ближе к отрица- 
тельной части действительной оси. 

Перейдем к построению контура интегрирования, эк- 
вивалентного действительной оси и составленного из не- 
которого количества контуров С». 

Допустим, что Ret < 0. В ущелье, содержащем отри- 
цательную часть действительной оси, или на склоне одно- 
го из примыкающих к нему хребтов имеется.такая точка 
перевала, что выходящая из нее линия наибыстрейшего 
спуска уходит в бесконечность по этому ущелью. Если. 
таких точек две, то мы выберем ту из них, которая ближе 
к лучу argz=.n—argt. Эту точку обозначим через 
en, (#). Выясним, куда уходит второй конец контура С»... 
Могут представиться две возможности. Первая — второй 
конец Cy, уходит в бесконечность по соседнему ущелью. 
Это соседнее ущелье обязательно будет расположено 
< той же стороны, что и луч argz == 1—argt, так как 
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с этой стороны вся поверхность ниже. Вторая возмож- 
ность — второй конец контура Cy, уходит в бесконеч- 
ность по одному из двух ущелий, лежащих ближе всего 
к лучу ага 2 =.л — argl. 

- Первая возможность соответствует тому, что точка пе- 
ревала лежит на хребте, разделяющем наше и соседнее 
ущелья. Та же картина будет наблюдаться и во всех 
остальных ущельях, расположенных в той же полупло- 
скости (верхней иля нижней), что и луч агё2=.л — 
—argt (поскольку из условия Не? < 0 следует, что 
ущелье, содержащее отрицательную часть действительной 
оси, является самым высоким из них). В этом случае 
асимптотическое поведение интеграла дается суммой 
вкладов всех точек перевала, лежащих в той же полу- 
плоскости (верхней или нижней), что и. луч arg2 =.л — 
—argt. Из полученных выше оценок видно, что вклады 
всех точек, кроме первой и последней, пренебрежимо ма- 
лы. Вклады первой и последней точек будут примерно 
одного порядка, если t близко к чисто мнимым значени- 
ям. Тем самым для первой возможности теорема до- 
казана. 

Рассмотрим вторую возможность. Мы можем приме- 
нить те же рассуждения, HO начиная с одного из самых 
низких ущелий, в которое нас приведет контур С»,. Ясно, 
что утверждение теоремы мы получим и в этом случае. 

Если Ret > 0, то мы должны провести те же рассуж- 
дения, но начиная с ущелья, содержащего положитель- 
ную часть действительной оси. 

Таким образом, все возможности исчерпаны, и теоре- 
ма доказана. ` 

Аналогичную теорему можно доказать и для интегра- 
лов по полубесконечному интервалу. 

Теорема 4.1.3. Пусть 


h(z) = 2" (2" aye” +... Нат), a> Omari. 
Асимптотическое поведение интеграла 
р fats 


F(t) = ео 
0 


при {— со дается суммой вкладов чачала контура и (если 
в 
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, 
такая есть) точкой перевала, лежащей в угле 


2 u(m+a—1t л 
Jarg2| <2 Fe ЕТ, | << ау 
Доказательство. Поверхность и ==, Ве(—й(2)) 
при больших 2 имеет вид почти одинаковых ущелий, раз- 
деленных горными хребтами. Правда, теперь из-за много- 
значности функции 2“ эту поверхность следует представ- 
‚ лять построенной не просто над комплексной плоскостью, 
а над римановой поверхностью логарифма. В основвом 
нас будет интересовать та часть поверхности, которая 
асположена над плоскостью с разрезом (—oo, 0}, т. е. 
lee z| <<, однако иногда нам придется заглядывать 
и на другие листы римановой поверхности. 
Ущелья асимитотически совпадают с углами 


2kn л 
|args— = “та kR=Ot1,42.04 
а хребты — с углами 
argz mt ik ВО, +1, +2, 
ciate or aa HOt 1 ten 


В случае > — = Загл, в< ся pay 'асимитоти- 
ческое поведение нашего интеграла определяется только 
вкладом начала контура интегрирования. В этом проще 
всего убедиться, взяв в качестве контура интегрирования 
луч arg2=&, &<& ЗЕЯ 
му 1.6.2. То же утверждение справедливо и для 


и применив теоре- 


—a<argt<c—+t+e, 2 <tr)" ie 


Займемся выяснением асимптотического поведения 
г. л 
интеграла при #- oo, [агё{| < —- — г Для точек перева- 
ла имеем асимптотические формулы 


и : 
cy (t) ~ | t [rei expif argt т 2л } 


та mta—t' т-+а-—1 
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rye ‘ 
k= 0, +1, £2, 004 


‚ а для их вкладов Ve, (Е) — асимототические формулы 


mio 
т-- а 


| Е | а aka 
In| Ven (0 | as Ава ‘cos lar а—1 (are i= | 


Для вклада пачала контура Vo(t) имеем 
№ | Vo(t) | ~ A In |. 


Через С, мы будем по-прежнему обозначать контур, 
составленный из линий наибыстрейшего спуска, выходя- 
щих из точки перевала 2 == c,(t) (С, опять начинается 
в ущелье, лежащем ближе к отрицательной части дейст- 
вительной оси). Вообще говоря, может случиться, что 
контур C, выходит за а нашей плоскости с разре- 
зом, т. е. за пределы угла |аго2| <x. 

Могут представиться две возможности: или в полу- 
плоскости 0 < argz < л есть точка перевалЯ, или ее нет. 

Если при 0 < аге 2 < л точки перевала нет, то мы 
строим контур интегрирования следующим образом: от 
точки 2=0 идем по лучу ар 2 ==л до точки 2-== 21, 
в которой достигается минимум Re {—h(z) + zi}, a от 
этой точки — по линии наибыстрейшего спуска. Если при 
0 < ага 2 < л точки перевала нет, то линия наибыстрей- 
шего’ спуска уходит в бесконечность по ущелью, содер- 
жащему луч агё 2 = 0. Построенный контур эквивален- 
тен контуру (0, --co), и интеграл по нему асимптотиче- 
ски равен вкладу начала контура. 

Если при 0 < argz < л есть точки перевала; TO мы 
возьмем ту из них, которая ближе всего к положительной 
части действительной оси, скажем 2 = с», (#), и рассмот- 
рим контур Сь,. Этот контур кончается в ущелье, содер- 
жащем луч argz== 0, а начинается в каком-то другом 
ущелье. Если С» целиком лежит в полуплоскости 
0 < argz < л, то мы переходим к контуру Сь,, соединя- 
ющему ущелье; в котором начинается контур Сь,, со сле- 
дующим, более далеким от положительной части действи- 
тельной оси. Этот процесс мы продолжаем до тех пор, 
пока не дойдем до ущелья, ближайшего к лучу arg 2 = 
(=.1 — arg Ъ или пока не дойдем до контура С», пере- 
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секающего луч argz = л..В первом случае мы добавим 
еще интеграл по липии наибыстрейшего спуска, выходя- 
щей из точки 2 =.0 (она тоже уходит в бесконечность 
по ущелью, ближайшему к лучу argz = л — агб {). Bo 
втором случае мы возьмем последний интеграл не по KOH- 
туру Сь,, а по контуру Ch, состоящему из части Сь,, 
лежащей в полуплоскости 0 < argz < л, дополнив ее от- 
резком луча argz—=.n от 2=0 до точки пересечения 
с Сь,. В обоих случаях мы получаем, что асимптотиче- 
ское поведение интеграла онределяется суммой вкладов 
всех проходимых точек перевала и начала контура. Из 
приведенных выше грубых асимптотических формул для 
вкладов видно, что вкладами всех точек перевала, кроме 
самой нервой, можно пренебречь. Самая первая точка пе- 
ревала лежит в угле 0 < argz < л и дает вклад, сравни- 
мый с вкладом начала контура, лишь если она лежит 
в угле |argz| < ры + 1. Тем самым теорема 
доказана. 

Ясно, что рассуждения, проведенные при доказатель- 
стве теоремы, пригодны не только для многочленов, но и 
для многих других функций. 


ЗАДАЧИ.И ДОПОЛНЕНИЯ К $41 


1°. Положим 
© 
Ри = | ее” 


oo 


(т — целое число). Показать, что: при #-— со 


2m 2m 
=Toxp lec Im—T 4 OQ (. и) a 


т 2m _ 2m 
4 co BT ole, И) 


где 


АННЕ Qm—1 т 
А = Ут @т— 5), Cm = Sm: (2m) ’ 


а для степеней { и — t берется главное значение. 
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2. Положим 


oo ¥ 
F(a) = { Ue PH Ey Boe Tp 


Показать, что при Rez—> + <, |Imz| < пр, 


F (3) = (—2)'-* (1+ 0 (1) + 


, ры 
ао) т Bap exp (еее i 


а при 2- oo вне полуполосы Rez > 0, |Imz|< ap, 
F(z) =(—2)h@({ + о (1). 


3°. Положим 


el? 
ra ={_— 2 aw, е> 0. 


Показать, что при Ве 2-» + ©, |1 2| < пр, 


F (2) = — Ly 0 (z~?) + exp (oct +0 a), 


а при z~> oo вне полуполосы Rez > 0, |Imz|< лр, 


F@)=—4+0(-). 


4°, Пусть 


в = Й е а, 


с 
rae A(z) = ао" ат" +.. НЕЙ @m, a С — граница угла 


1 Е 1 
= (arg t — arg a, -+ 2л) < argz< mm (argt — аг ао -+ 257). 
“ 


Показать, что асимптотическое поведение F(t) при #- со опреде- 
ляется суммой вкладов точек перевала, ближайших к сторонам 
этоге угла, . 
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“8°, Пусть (2) =? — ет"... -- але", тт >... 
...> ть. Показать, что асимптотическое поведение интеграла 


= 
F®= ее 
0 


дается суммой вкладов начала контура и точки перевала, расло- 
ложенной ближе других к положительной части действительной 
оси. 


$ 4.2. Ряды и произведения 


Часто целые функции значительно проще задаются не 
в виде интегралов, рассмотренных в предыдущем пара- 
графе, а в виде бесконечных рядов или бесконечных про- 
изведений. В этих случаях задачу получения асимптоти- 
ческих формул можно свести к методу перевала, приме- 
нив формулу Эйлера — Маклорена или какую-нибудь 
другую, сходную с ней. Покажем, как это делается, на 
нескольких типичных задачах. Начнем с наиболее про- 
стой. 

Лемма 1. Пусть f(z) — амалитическая функция, ре- 
гулярная в полуплоскости Це: > o (6 — не целое число) 
и удовлетворяющая там условию 


lf(atiy)i<e(uyel!, ал, езде 


Если интеграл | f(x) 45 сходится, то 
ы : . 


919 0—1 


Yim= fre + | sare, + J tee 


n>o о 


Док азательство. Следуя доказательству теоремы. 
1.4.2 до получения формулы (6), совершаем в ней пре- 
дельный переход при п- со. Это и дает нам утвержде- 
ние леммы, 

Теорема 4.2.1. Пусть и(2) — аналитическая функ- 
ция, регулярная в полуплоскости Rezo (в<30—не 


§ 42. РЯДЫ И ПРОИЗВЕДЕНИЯ 289 


целое число) и удовлетворяющая условию 
[w(x + iy)| < Mae Aer, a<x, (1) 
при любом фиксированном A - 0. Тогда 


Ува = [ве а — ace +0") (2) 


n=) с k=0 


(для Int берется главная ветвь). 

Доказательство. Для функции f(z) = и(2)Р 
при любом # (мы берем для Iné главную ветвь) выполне- 
ны условия леммы 1. Поэтому 


Зв)" = 
пс. 
co ` a+tco р т 9—1 т 
у ptin 21n. 
= { в (2) dx + | a т dz+ { и — i dz. 
в в - 7 


Но на прямой Re z =.0 имеем 


ет — 


2} ezint 
| в (2) е т ar ere ene илл _, 
= Me™ | 19; въ, 


так что последние два интеграла равны O(|t|’). Перено- 
ся часть суммы, распространенную на отрицательные 
значения, в правую часть, получаем формулу (2). Тео- 
рема доказана. 


Доказанная нами теорема позволяет свести задачу 
06 асимптотической оценке суммы ряда к задаче об асим- 
птотической оценке интеграла. Заметим, что интеграл 
имеет как раз тот вид, который рассматривался в преды- 
дущём параграфе. 

Чтобы немного уяснить себе пределы применимости 
этой формулы, разберем один простой пример. 

Пример 1. Найдем асимптотическое поведение при 
t— oo функции 


F(i)= 2 г 0”, >t 


19 мл Евграфоз 
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При p> 4 условия теоремы выполнены, TAK как CO- 
гласно формуле (10) $ 1.4 


л 
—5м 
Геи) | < Ме гай 


Поэтому 


fal 
Р 


=i 


egy a o(4 


} 


1 
(При желании можно получить вместо o(+) более точ- 


Е) = | Г@+1 
=i 


ную оценку: 
pani (nt) ° a + 0(-= ‚). ) 


Дальнейшую оценку мы проводим методом перевала (точ- 
нее, применяем рассуждения теоремы 4.1.3). Опуская 
подробности, приведем окончательный результат: 


р—1 


Pol Bett. 
Wy 2еР 


F (t) = (2x) * "4 +0 +0’) 


при #-— оо, Гат | 35 


тт, и 


кв (! % : т (1 + (ta) 


в остальной части плоскости. 

В этом примере нам важно только одно обстоятель- 
ство. Оказывается, что условие (1} приводит к сущест- 
венному ограничению на рост оцениваемых функций да- 
же при любых требованиях гладкости. Естественно воз- 
никает вопрос, нельзя ли ослабить это условие. Сделаем 
это за счет некоторого видоизменения леммы 1. 

Лемма 2. Пусть f(z) — аналитическая функция, ре- 
гулярная в нехоторой области D, содержащей полуполосу 
Rez > а, [12| < (6 > 0 — не целое число), и удов- 
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летворяющая условию 


[f(c-+ iy)| <e(z)e™!, х+шер, acon, (3) 
20e 


4 я . 
= (1) 0, x» + 00, 


Если интеграл 440) 4х сходится, то 


Brnnfrons [ie Г we. в 


>в 


cg 


где ct — любой контур, идущий из точки 2 = в в беско- 
нечность выше действительной оси, оставаясь в D,aCg — 
аналогичный контур, лежащий ниже действительной оси. 

Доказательство. Эта лемма доказываётся почти 
так же, как и предыдущая, с той лишь разницей, что рас- 
суждения, использованные при доказательстве теоремы 
1.4.2, применяются не к` прямоугольнику в < Rez < №, 
п 2| < А, а к контуру, образованному частями линий 


mn Е 1 
Ci и Cy, лежащими левее прямой Rez == М-- >, иот- 


резком этой прямой, соединяющим их концы. | 

Теорема 4.2.2. Пусть (2) — аналитическая функ- 
ция, регулярная в некоторой области D, содержащей по- 
луполосу Ве? > в, |Imz| < В (в <0— не целое чис- 
40), и удовлетворяющая условию 


|w(z-+ 8) | < Мле “*, =+iy © D, 


при любом А. Тогда 


со 


Ува) г = 


n>o 
2 ще zint 
w (ee ae + J ae ЗЕ a ds, (5) 


с a 
eg | Со 


гы 


где Co — любой контур, идущий из тойки 2 ==,0 в беско- 
19* | : 
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нечность выше действительной оси, оставаясьв О, а Су — 
аналогичный контур, лежащий ниже действительной оси, 

Доказательство. Утверждение теоремы сразу по- 
пучается, если применить лемму 2 к функции f(z) = 


eo w(z)e" Int, 


Идея применения формулы (5) состоит в том, что ме- 
тод перевала можно применять для получения асимпто- 
тической оценки не только первого, но и двух последних 
интегралов. Наличие полюсов у подинтегральной функции 
нам не помешает, если эти полюсы будут находиться вне 
области влияния точки перевала, т. е. если расстояние 
от точки перевала до действительной оси велико по срав- 
нению C радиусом влияния этой точки перевала. Посмот- 
рим, что нового нам добавит использование формулы (5) 
для оценки функции примера 1 с меньшими р. 

Пример 2. Найдем асимитотическое поведениэ 
функции 


co wd. 
у Ро = Хи) Г, | р>0, 


при #- ©. 
Тенерь условия применимости теоремы 3.2.2 выполне- 
ны при любом р. Ноэтому 


® _ 
Fy = [e+] Peas + 
р -— 


1 
$ | Г 2-+ ay Р .xint+2ni) а 
: — ел +4 


2 4 
ot, 
1 


+ f [Г (2+ О и Ра + o(+}. 


еп +4 


К первому интегралу мы можем сразу применить рассуж- 
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дения теоремы 4.4.3, что даст нам 
со 1 

J e+) Ре" = 
— 


p-1e-t Тр 
. = (2a) Е? e? (+00) орт) 
при jargé|< >> +1, n> 0, и | 
у я © auch 
J Геи! ге: = от) 


при па > 1. 

С двумя последними интегралами вопрос несколько 
сложнее, так как у них подинтегральные функции имеют 
особые точки на действительной оси. Однако. во втором 
из них величина Int + 2л& играющая роль & в теореме 
4:1.3, имеет положительную мнимую часть, так что в рас- 
суждениях теоремы 4.1.3 можно обойтись только рассмот- 
рением верхней полуплоскости, где особенностей у подин- 
тегральной функции нет. Аналогично в третьем интеграле 
можно обойтись нижней полуплоскостью. Ограничимся 
рассмотрением одного интеграла, скажем второго. 

Для точки перевала имеем уравнение 


и |- реш: +2 (Int + ani) +0) + 
a 0 ("=") = 0, 
“8 которого находим 3 
> Inz = Int +. Qni + o(+)+ o(er), 


№. ©; 7 у : 
ze (t) = Ре” (1 4 О (ermite?tiP)) 0 (17). 


Радиус влияния этой точки перевала равен 


2 pelt) = о(п). 
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Так как согласно теореме 4.1.3 в асимптотическую фор- 
мулу входит лишь точка перевала, лежащая в сколь угод- 
но малом угле |агё2| < 1, то точка перевала или не вхо- 
дит в асимптотику, или находится от действительной оси 
на расстоянии порядка №, что значительно больше, чём 
ее радиус влияния. 

Таким образом, в нашем случае метод перевала при- 
меним к оценке всех трех интегралов. 


Если р< и [агё | < л—\1, то основной вклад в 
оценку дает только точка перевала первого интеграла, 
и мы получаем 

р—1 0—1 1 р 
F(t) (21) №1? e® (1--0(#®)), 1-м. ввикант. 


При p< $ и arg?, близких к -Ел, один из оставшихся 


интегралов дает вклад того же порядка. Эту формулу мы 
приводить не будем. 

Пример 3. Найдем асимнтотическое поведение ‘при 
{— со функции 


о 
F(t)= Dee", 1<a<2 

n=1 
Попытаемся опять применить теорему 4.2.2. Здесь 


—:а 
и(2} =е ° имеет особенность при 2==0, так что нам 
придется взять O<o<1. Поэтому 


| 2%42(Int+2i) 
. 


Е (1) a ar dz + 
a 


а | e7?*42(1nt—2ni) dz + O(20). 


4{— eo emit 


Выясним возможность применения метода перевала к по- 
следним двум интегралам. Те соображения, что, приме- 
HAA рассуждения теоремы 4.4.3, мы можем ограничиться 
полуплоскостью, по-прежнему справедливы. Нужно вы- 
яснить только, не попадает ли действительная ось в об- 
ласть влияния точек перевала для второго и третьего ин- 
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тегралов (согласно теореме 4.1.3 нас интересуют только 
точки перевала, ближайшие к положительной части дей- 
ствительной оси). Ограничимся рассмотрением второго 
интеграла. 

Для точки перевала имеем уравнение 


—az"-! + Int + 2ni = O(e**), 
из которого находим 


ae) 1 
z=c(t)=a * (Int + Qni +. О (e2n2)e1 = 


ay 5 (In[t] + (@ + 2л)#--0 (cant =r, 


где 
é 


== ага, —N<Qen. 
Радиус влияния этой точки перевала равен 


2a 
рь (t) ~ А (||) 59-5, 
а расстояние от этой точки перевала до осн имеет по- 
рядок 


АЕ oe 
(ше = (шее. 
Значит, при 1<a<2 расстояние oT точки перевала до 
оси стремится к бесконечности при too н велико по 
сравнению с радиусом влияния. Метод перевала првме- 
ним. Если же &>2, то особые точки на действительной 
оси попадают в область влияния точки перевала и при- 
менение метода перевала наталкивается на серьезные 
трудности. 
Опуская выкладки, приведем асимитотическую фор- 
мулу для F(t) при i<a<2: 
20 


F (t) = Ka (In|t|) == [хр с, ши дея +0) + 
++ exp|ca(In|¢] + (ФЕ 21) iF +0) + 
+ exp|ca (In |¢]-+(@— 2m) JT +648] 


: 
Здесь ф = argt, са = (а —1)а 1, Ка = У Зло(а —1). 
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Разобранный пример дает довольно точное представ- 
ление о пределах применимости теоремы 4.2.2 (конечно, 
если говорить не о гладкости функций рп(2), а только о 
скорости их убывания). 

С помощью той же леммы 2 можно асимптетически 
оценивать и бесконечные произведения, например кано- 
нические произведения сгладко расположенными пулями. 

Теорема 4.2.3. Пусть функция Ш=и(2) регулярна 
в области D, содержащей положительную часть действи- 
тельной оси, и отображает ее взаимно однозначно и кон- 
формно на угол |агв и| <а, причем так, что Rew -- оо 
при, Ве2— -+-со. Обозначим через L, кривую, перетодя- 
щую при отображении ш=р(2) в луч агв ш#=1. 

Если выполнены условия 


т ro aa 
и на любой кривой Ly, 0<|yq|<a, 
In| w(z)| =o({Imz]), ЗЕМ, ro, (6) 


FW) = -i@= пн (а pla) a+ Re. 


t> co,-n < [аб {| <n 


с, (0) 
в ^ 


В (с, t) = (0 — 3) n(— >) 


k=0 
причем c,(0) определяются формулами 


In (2) dz In jt (z) dz 
eo (0) = | ae т oe 


on 


dz Rd 
ke, (0) — { и + 5 oo - =, 2, vee 


ton 
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(Здесь O<o<1 и Г.„— контур, образованный верти- 
кальным отрезком, идущим из точки 2=0 до пересече- 
ния с Ly, и частью L,, идущей от этой точки пересечения 
до бесконечности.) 

Доказательство. Применим лемму 2, взяв в ка- 
честве контуров Со и Со контуры Lo, и Lg, -« соответет- 
венно. Поскольку область, заключенная между L, -, и 
Lo», отображается функцией ш= (2) в часть угла 
Jargw|<y, то при значениях ft, лежащих вне угла 


jargt|<m, 7:>1, функция In (1 — ое имеет особых 


точек между контурами Г. -чи Jo,y Другие условия 
леммы 2 для этой функции тоже выполнены. Поэтому 


со 


4: 
nF) = [№ (1-5) + [ In (4 — рвет 
с 


t dz 
ae | bt — жа . 
Но с помощью условия (6) нетрудно показать, что 


1 dz AD dz 
{ n (1 ку ay © Ми { i 


Lon Lon 
os 


| Inn@) a, y+ (Ра: 


ет?ле — 1 


heal 
Ton Lon 


и аналогично для интеграла по L,,-, Отсюда получается 
утверждение теоремы, тан как | 


dz dz =: 4 
{ е АЕ 1 a | 2—1 o— >. 


Lon у о, —т 

Немного дополнив наши рассуждения, легко получить 
асимптотические формулы для F(t) вблизи ее нулей. 

Теорема 4.2.4. Пусть функция (=) удовлетворяет 
условиям теоремы 4.2.3, а v(z) — функция, обратная к 
и(2) (та ветвь, которая совершает обратное отображе- 
ние). Toeda при t из угла |argt| < п справедливы фор- 
мулы: 
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при $, лежащих выше Lo, 


_— его c 
F(t) у ехр [ In(t — ail dz+ В (с, oh Е 
(‘2 


при 1, лежащих ниже mi 


Fit 4 — et) ина 
() = — ны — емо ехр fi (+ хи) 2 -- (с, t) ’ 
5 é 


при t, лежащих на Lo, 


со 


ade sin лу (В 
PU) = sina (Oy ° oxo [fal +5 ro) 


42 -- В (с, of 


(Здесь R(a, #) — Tor же асимптотический ряд, что и в 
теореме 4.2.3.) 

Доказательство. Ограничимся доказательством 
первой формулы. Пусть точка # лежит на кривой Гл, 
0<yn<ni<a. Тогда, применяя лемму 2 к функции 


f(z) = ~ Fest мы получаем 
= S Га | 
2 
[0] Е и =. J tHe) + 
4 dz 
+ | eae perce + | rT Se 
on Го, —п 


Между кривыми [Го пи [ос в точке 2== v(t) находит- 
ся полос функции (1—1 (2))-'. Вычет в нем равен 
4 


ть ==—v’(t). Поэтому по теореме о вычетах 


F’ (t) ДУ _ 


* 
F(t Tenet) И it eT a 
с 


(| ес) (t—p (2)! = 
a j “neni аз + a ба. : dz. 


1% Lo,-« 
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Интегрируя от нуля до ft, получаем 


—_ эму 
In F() = nt — ры + 


—2112(0) 


Поскольку последние два интеграла имеют TOT жеасими- 
тотический ряд, что и в теореме 4.2.3, мы получаем пер- 
вую из наших формул. Вторая доказывается совершенно 
аналогично, а третью можно получить из соображений 
непрерывности. Теорема доказана. 


Пример 4. Найдем асимптотическое поведение при - 
{— co функции 


ry — fe—n™ 1 
Fi) = Па te"), act, 


В проверке нуждается только условие (6). Для кри- 
вой L, получаем уравнение Imz*=y. Нолагая ==2(г) = 
—= ге”, находим, что при г-> co 


Ф(") — tur Rez(r) ~r%, Imz(r) ~ ли, 


4 ` 
Отсюда ясно, что при @ <-> условие (6) выполнено. 
Опуская выкладки, приведем окончательную формулу: 


In F(t) = {In (1 — te-**) de — 4 In(— 1) — 
0 


oo 
¢, (0) 
~> г. — с0 (0), то tare(—DI<a—1y 


где 


Е ee 
со (0) =5(— а), ri) awe | en * dy. 
7 Q 
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На этом примере видны пределы применимости тео» 


рем 4.2.3 и 4.2.4. 


ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К $42 


1°, Положим 


Показать, что 
Е (2) = УЗлгехр Е erin о io} - o(z] 


при Ве 2 - + <, |Imz| <<a, и 


revolt 


при :-> со вне полуполосы Rez > 0, |1 =| < п. 
2. Пусть р — не целое число и р = [р]. Моказать, что еслв 
обозначить 


? ыы — ыы Ok 
Tr, (2) = J] 1—zn © Jexp Loe i 
п=! ® 
k=1 
то 
р 1 = 
Inf, (2) = M2 — In (— 2) — put 
nT, (2) sane 2 n(—2z) x 
2—0, jarg(—2Iqr—1, 
где 4 k 
4 
бо = Zp Ш 2a, “=1%(-$), +0. 


3°. Пусть аналитические функции ф(2) ир(2) регулярны в об- 

ласти D, содержащей положительную часть действительной оси, 

и функция w = в(2) отображает D на угол jargw|<a. В обо- 
значениях теоремы 3.2.3, если выполнены условия: 

со 

 ы интеграл { g(t) 

и) 

: в 


dt сходится, 
ra 
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и на любой кривой Ly 1 #0, : 
inf ф(2) | = 0 (|112), In]p(z)}=o(]Imz]}), 2-0, zely 
то | 


8 


a(n) _ $04 _\ 9% 9 
ro- 3 ae ви” yi а © им 


k=0 


a 


tro, Тата (— < яп, 
meO<o<in 
C ь (=)} (2) [в (z)]* 
с, = | oper oh | or MW" as. 
Lon 


$ 4,3. Нули целых функций 


В двух предыдущих параграфах мы рассказывали о 
том, Как можно получать асимптотические формулы для 
целых функций, представленных интегралами или ряда- 
ми. Сейчас мы коротко покажем, как находить асимито- 
тические формулы для нулей таких функций. 

Все асимнтотические формулы, которые мы получали, 
носили следующий характер: 


F (2) = ett) 4 ев), чер, (4) 


где р — некоторая бесконечная область, а gi(z) и g2(z)— 
две аналитические функции, регулярные в этой области. 
Часто в таких асимптотических формулах было только 
одно слагаемое, но тогда F(z), очевидно, не обращалась 
в нуль при достаточно больших 2. 

Исходя из того, что асимптотические формулы для 
F(z) имеют вид (1), мы попытаемся найти асимптотиче- 
ские формулы для нулей F(z). 

Разумеется, наличие асимпитотических формул вида (1) 
не является обязательным для любых целых функций. 
Вполне может случиться, что в асимптотическую форму- 
лу входит не два, а большее число примерно равноцен- 
ных слагаемых. Тогда, конечно, задача получения асим- 
sig НХ формул для нулей чрезвычайно усложняет- 

. Мы огравичимся исследованием только ‘самого про- 
ть случая. у 

‚ Сначала докажем совсем простой результат. 
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Теорема 4.3.1. Пусть F(z) — аналитическая функ- 
ция, регулярная в области От., которая отображается 
функцией &=1(2) взаимно однозначно и конформно на 
полуполосу Веб >а, |1 $ | <, причем Веб -- оо при 
г— с. Обозначим через О)» |< по, область, которая 
отображается функцией &=1(2) на полуполосу Ret>a, 
|Im¢|<n, а через ©(5) — функцию, осуществляющую 
обратное отображение. 

Если для F(z) имеет место асимптотическая формула 


Е (5) = 2e) cos (у (5) + @ (1)), 1-ю, Е Dy, 


где (2) — произвольная ‘аналитическая функция, регу- 
лярная в От,то функция F(z) имеет в области Dy,, 
< По, бесконечную последовательность нулей hn, дал 
которых справедлива асимптотическая формула 


bp = o(a(n +m +7) 04), a : 


(Здесь по — некоторое целое число, зависящее от 7) и а.) 
Доказательство. Рассмотрим функцию 


Р-Р (0 (9). 


Из условий теоремы следует, что Ё!(5) = созф(ё), где 
функция p(§) в полуполоее Веб>>а, |5] < ‘то, регу- 
лярна и равна €+0(1) при 5 ©. С помощью теоре- 
мы Руше нетрудно показать, что в полуполосе Ве > аи, 
Па 8] < ль функция  #=ф(5) однолистна и при любом 
< и при достаточно больном 4, а в полуполосе 
Rew>aa, Vn fo] <n обратная к W функция p(w) ре- 
гулярна и равна w+o(1) при ш- 0. Следовательно, 
в полуполосе Веб > аи, |1 5 | <ти, функция Р1(5) обра- 
щается в нуль только в точках 


by = ¥(a(m +7) =a(m +7) +04), 


где ny отличается от п на некоторое фиксированное це- 
лое число по. Так как ^„==0(5„), мы получаем утверж- 
дение теоремы. 7 : : i 
Крупным недостатком доказанной теоремы является 
наличие в асимптотической формуле для нулей неопре- 
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деленного числа Mo. Этот недостаток нельзя устранить, 
не внося существенно новых предноложений, так как по 
асимитотической формуле для функции F(z) не всегда 
можно судить о числе ее нулей, лежащих в конечной ча- 
сти плоскости. Однако если F(z) — целая функция и нам 
известно ее асимптотическое поведение при любом стрем- 
лении ZK ©0, то эта задача разрешима. 

Прежде всего сформулируем требования, налагаемые 
на асимптотические формулы для целой функции Ё(2) 
при 2-— ©. 

Пусть мы имеем т понарно не перекрывающихся об- 
ластей D,, Do, ..., Dn, уходящих в бесконечность и разде- 
ляющих область |2| >В на т частей Gi, Go, ..., Gm. За- 
нумеруем области так, чтобы при обходе в положитель- 
ном направлении после D, следовала С», а за ней Dy+1. 
При этом для удобства записи мы будем полагать 


Digi=D, Gmyi=Gy. 


С каждой областью D, свяжем аналитическую функ- 
цию 1 (2), отображающую D, взаимно однозначно и кон- 
_формно на область, лежащую в угле |агр 5] <5л, но co- 
держащую полуполосу Веб>а, |[п 5 | < п, при любом 9 
и при достаточно болышом а. При этом потребуем, чтобы 
Ве» (2) — + при zoo, 2е),, и будем полагать 
Чина (2) = 11 (2). 

Через Li” обозначим линии, переходящие при ото- 
бражении C=y,(z) в прямые Веё>а, Imo == 1. Будем 
предполагать, что эти линии пересекаются окружностью 
|2| =r при достаточно большом г только один раз, и урав- 
иение кривой LY запишем в виде z=2,(r). 

Наши предположения относительно функции F(z) 
сводятся к следующим: 

при 2©G, 


Р (2) = eSh2+OC1) Fate (2) 
где g,(z) — аналитические функции, регулярные в объе- 


динении трех соседних областей G,, Dy, Dass; 
при z=D,: 


F (2) = Зее) cos (фь (2) + 0(1)), > 2400, (3) 
где и (2)— некоторые аналитические функции, регуляр- 
ные B Dy (0+1 (2) == 0 (2)). Функции Ya(z), (2) и #»(2) 
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связаны между собой соотношевиями 
Еь (2) — Sati (2) = 24 (2); к, 2, т, 
„В (2) = Ay (2) — ty (2), R= AE De mE ге Dy, 


Заметим, что, задавая 21(2) и yi (z), ..., Ym(Z), мы за- 
даем все функции g,(z) и a,(z). Действительно, 


82(2) =81(2) —2(2), (2) == Ba (2) НИ»(2). 


Более того, обойдя весь круг, мы вернемся снова к тому 
же мёсту. При этом мы получим, вообще говоря, другую 
я 
функцию, g; (2).Но поскольку функция F(z) целая, то та- 
кой обход не может изменить ее значения, и мы находим 
* 
8,(2)+0(1) 
F (2) = ее = еб, 
* 
Это значит, ITO при достаточно больших 2 имеем в! (2) = 
= 2, (2) + 2луоё | 0(1), где м — некоторое целое число, 
Теперь мы в состоянии сформулировать основной ре- 
зультат. 
Теорема 4.3.2. Пусть целая функция F(z) обладает 
перечисленными выше свойствами, а п,(т) — число ну- 
лей F(z) в круге |2] <г. Тогда 


пер —= vot У [ь+- +94]. 


(Здесь [и] означает целую часть и.) 
Доказательство. Если на окружности |2|==г нет 
нулей F(z), то 


пе (г) = = i. arg F (2) — зн изм. Im In F (2). 


причем изменение Im1n F(z) можно вычислить He толь- 
ко по окружности |2|==г, но и по любому контуру, в ко- 
торый можно деформировать эту окружность, не перехо- 
дя через нули F(z). Если часть этого контура, скажем 8, 
лежит в односвязной области, не содержащей нулей 
F(z), то . . 2 


изм. ImIn F(z) = IminF (22) — ImIn F(z), 
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где 2, — начало $, a 22 — конец. Из асимптотических фор- 
мул (2) и (3) видно, что в G, функция F(z) не имеет 
нулей, ав D, может иметь их лишь между кривыми 
Be’ a ED (все это, конечно, верно вне достаточно 
большого круга). Поэтому для подсчета изменения 
и шР(2) мы разобьем наш контур на части Tn И Sp, ". 

т» т— это дуги, переходящие при отображении C= 
=‘\^(2) в вертикальные отрезки 

Веб =лп, —П< Шо 1, 

где целое число и, выбрано таким образом, чтобы между 
дугой окружности |2|==г и ть „ не было нулей F(z); из 
асимитотической формулы (3) видно, что число и» долж- 
ио удовлетворять условию 


л(1ь— 3) <) +0) <2 (m +5} 
т.е. 


‚ть = lame) + +04} 


концы дуг Т» „ лежащие на линиях LY и LS”, мы обо- 
значим соответственно через 2, ти 2 -.; в качестве Sy» 
мы возьмем какие-нибудь кривые, заключенные между 
LY и МР и соединяющие точки 251 И 2441, 
Напишем 
ща 


A 


изм. Im In (2) + Ум. Im In F(z). 


= thin h=1 ЗАП 


ne(r) = 3 


Для первой суммы с помощью асимптотической форму- 
лы (3) находим 


изм. Пи In F (2) = 
thn 
= Im {о (ayn) — Om (ал, п} + пом. arg 08 (7, (2) + (1). 
ayn 


Согласно выбору линии т, „ имеем 

_ mont arg cos (у (2) + 0(1)) = 0 (W), 
TR 

20 м. A. Евграфов 
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и следовательно, 


ee Im In (2) = 


al | Thy 
= > Tm {а (2,1) — Oy (— 2n,—n)} + 0(1). (4) 


Далее, кривые 5» „ лежат в односвязных областях, не 
содержащих нулей F(z). Поэтому 


т т 
4 1 
3х Хим. Im In F (e) = 3D ин, — IBF Gan) 


Из асимптотических формул (2) и (3) видно, что при 2, 
лежащем между LY? и [А я 
In F (2) — в (2) = 0 (1) + де", 1lOl<t. 
Значит, 
Im {In (2.41, 1) — In F (2, 1) } = 
== Пл {8 (2441, -) — B(Ze,n)} + 0(41)-+ Be. 


. 


Поэтому 


5 У налаае ep + = Im {1 (2n,—n) — Bn (2n.n)} + 


k=1 Skyy 
+f Tm (Bm (21,—n) — 81 д} + 9 (4) + Omer, 
Ho у 
Im {8} —1 (24,—п) — Bx (Za.n)} = — Im (ety (81,1) — д (Bey —)} + 
+ Ве {Pq (Zen) + У (Zx,—n)}s в>2, 
Tm {8m (21, =n) — 81 (21, 1)} = 
== 2луо — Im {a1 (21.1) — 01 (21, -n)} + 


oP Re {yi (21,9) + 11 (21 -n)} +0(1) 


согласно определению точек 2», п И 2», —n 


Re Ya (2», n) == Ве Ч» (2s, -n) == ПИ». 
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Следовательно, * 


т 
= D> = neu Im In F (2) = + > ny -- 0 (1) + Ome", 


Складывая это выражение с выражением (4), находим 
m | - 
пр (г) = м + Хх п, -- 0(1) + Ome, 19 < 1. 


Так Kak п может быть сколь угодно большим, то отсюда 
следует 


пр (г) = V9 + r+ (1), Te, 


Поскольку nr(r), Vo и И» — целые числа, то это ‘означает, 
что при достаточно больших г 
У 


т 
np (г) = vo + Pas 


Вспоминая определение п», мы приходим к утверждению 
теоремы. 


Ясне, что, имея более точные асимптотические фор- 
мулы для F(z), мы получаем и более точные асимптоти- 
ческие формулы для ее нулей. 


Покажем на двух несложных примерах, как приме- 
няются доказанные теоремы. 

Пример 1. Обозначим через An, величину п-го по- 
ложительного нуля функции J,(z) — функции Бесселя” 
порядка $ (5 — целое неотрицательное число). 

Для функции 7.(2) методом перевала может быть по- 
лучена асимптотическая формула (cm. $ 1.6, пример 4) 

wis 


10) = Vili te FE) 


nis 1 
о) 


z+ 0 
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ee 


(для и 2беретря ветвь, положительная при положитель- 
ных и). Используем сначала теорему 3.3.1, положив 


as a 


(= — 
Так как o (ft) =f t+F + > то мы получаем 


Ans = п (п + п.) +7 +2 ++ o(7 ‚} n+ >. 


Теперь попробуем определить по с помощью теоре- 
мы 4.3.2. Обозначим через п,(г) число нулей J,(z) в кру- 
ге |2|<г. В обозначениях теоремы 3.3.2 имеем 


nis 


#1 (2) = iz — 1 — Fn (i2), 82 (2) = +5 (- 
w@=2-F-F, u@=—24+ 9-4, 


поэтому gi (2) = g1(2) и %=0. Следовательно, по Teope- 
ме 4.3.2 


пе [+ +0] + [+ +++04) 

Но J,(z) имеет 5-кратный нуль при 2==0, и функция 
2‘, (2) чотна, так что п,(^„,. 2) = 2n+5 (ap 0< 
<e< 5). Подставляя Аш, = 1 (2 + My) + > + = + ols) 


в асимптотическую формулу для n,(r),Mbl находим Ny = 
— — 2. Следовательно, 


5 5 1 
An,s == (и Та, — по, 
Пример 2. Найдем асимптотическое поведение при 
+— со величины п»(г) для 


Faz) = Хе, ica <2 
ва От 
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В примере 3 $ 2 мы получили асимитотическую фор- 
мулу для F(z) при 1<а<.2. Если a>s, то этой фор- 
муле можно придать более простой вид: 


12—&а 


F (2) = Мо (In 2 = atl (In ar eH og w} 


zo, largzI<Sa—q 


1 2--a 


F (2) = 2M, (In(— _ eXP Cy {an a 
= nee hates о, ) 
де lin (= ay оз (Ax (In (— в Чо 


где я 


В обозначениях теоремы 4.3.2 имеем т==1 и 


= 4 2— 
Bs (2) = 0g па + 5 


(—2)) Е) 21 (г) = —г. 


Нетрудно убедиться, что vo==0. Поэтому 


ve 
ny (r) = Ee (nn 1-0 | = 


= Ге je Lg + oi} re 


1 —1 
“tw 


An =e ‘ . n>, 
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ЗАДАЧИ И ДОПОЛНЕНИЯ К $43 
1°. Положим ` 


et 
Е(:) = = av 
a — ©, 
L 
где L — граница полуполосы Веб > а, |Imt] <x, a> |2|. Пусть 
An — нули F(z), лежащие в верхней полуплоскости, занумерован- 
ные в порядке возрастания модулей. Показать, что 


A ‚ Mt п шп 1 4 
а tat an + (sina 


$ 4.4. Два приема построения примеров 


В заключение книги поговорим о методах построения 
примеров целых функций, имеющих предписанное пове- 
дение в бесконечности. Разумеется, все, что до сих пор 
излагалось в этой главе, тожев большой степени относится 
к этому вопросу. Здесь мы дадим два метода, часто приво- 
дящих к нужным результатам довольно прямым путем. 

Речь будет идти о задаче такого рода. Дана некоторая 
действительная функция Ф (2), определенная во всей пло- 
скости 2. Требуется выяснить, может ли существовать це- 
лая функция, не превосходящая по модулю D(z). При 
этом обычно Ф(2) задается не точно, а с некоторой сте- 
пенью произвола (если Ф(2) задана точно, то задача весь- 
ма трудна). Первое, что мы должны сделать, когда воз- 
никает такая задача, это оценить субгармоническую мино- 
pasty. Оценка субгармонической миноранты — вопрос. 
довольно сложный, и ясно, что он не становится проще, 
если нам нужно строить не субгармоническую функцию, 
а модуль целой функции. Поэтому естественно считать, 
что субгармоническая миноранта уже найдена, т. 6. ис- 
ходная функция D(z) уже является субгармонической, 
и мы решаем задачу о построении целой функции F(z), 
удовлетворяющей условию 


In| F(z) | <Ф(2). 


Если функция Ф(2) задана точно, то задача опять чрезвы- 
чайно сложна и, вообще говоря, неразрешима, так что мы 
по-прежнему должны считать, что в задании функции 
@(z) имеется некоторый произвол. 
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Будем еще предполагать, что функция Ф (2) не произ- * 
вольная субгармоническая, а устроена следующим обра- 
зом. Плоскость 2 разбита кривыми L, на конечное число 
областей О». В’ каждой области D, функция Ф(2) гармо- 
нична и при переходе из одной области в другую остает- 
ся непрерывной. 

При этих предположениях мы будем пытаться строить 
целую функцию, не только удовлетворяющую неравенству 
In|F(z)| < Ф(2), но, по возможности, вообще мало отли- 
чающуюся от Ф(2). 

Наиболее простым является случай, когда Ф(2) > 0 
при всех 2, так как задача полностью распадается в том 
смысле, что ее достаточно решить для каждой области 
D,, найдя целую функцию, ограниченную вне D, (или, 
во всяком случае, малую по сравнению с ее значениями 
в D,), а внутри D, мало отличающуюся от заданной ана- 
литической функции (не обязательно целой}. Докажем 
несколько результатов, позволяющих осуществлять такое 
построение для довольно важного класса областей D, и 
заданных в них функций. Начнем с простейшей теоремы. 

Теорема 4.4.1. Пусть аналитическая функция oe) 
удовлетворяет условиям: 

1. При достаточно больших положительных x ise: 
ция ф’(х) положительна и p(x) стремится к - со быстрее 
любой степени x при х-= - ©. 

2. При любом А и при достаточно большом х функция 


p(z) регулярна в круге |1 —т|<А rant 
3. При любом фиксированном A 


G(x) 
g(x): 


x>+00,|2—xI CA 


Обозначим через Dro область x > В, |у| <@ а че- 
рез [ь, « — ее границу. Функция 
45, Е> тах (Вы 121), oe < < 


является целой функцией 2, не зависящей отВ ис, идля 
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нее справедливы асимптотические формулы 


Е (2) = У а oe za, 2EDp gs a>F, 
n=0 * 
eo 


plz) У —п—4 
Е (2) we + 1 12 1 20, ге Пра: @< п, 
n= i 


2de 


= 1 ng) я . 
a, = — 35 сте АБ. 


Lryo 


Доказательство. Докажем прежде всего, что ин- 
тегралы, определяющие F(z) и бе НИИ. Для этого 
оценим |e*'+' | на кривой y= @ aoe В силу условия 2 

В 
функция ф(5) регулярна при любом А в круге [$ —§| < 
<А $ р и мы можем написать 


g’ 8)’ 
nq 
+ im) =: | УВ Ф 
Ing (& + ™) — Ing &) i ФЕИ 1 1149, 
Согласно условию 3 отсюда получаем 
Ing(E+ ia $8) - Ing (В) + ia + 0 (1) 
или 
Ем 20 | 
е ( (8) | — p@($) (cos ао (1, ++ (1) 


Так как Ф(&) ~-+ © быстрее ллобой степени &, а cosa < 
<0 ( мы предположили, что интегрирование происходит 


л № 
по Lray <% < п|, то сходимость интегралов обеспечена. 


‘Убедимся, что F(z) — целая функция, не зависящая 
от R и а. Мы определили F(z) интегралом по Lae Для 
|2| < В. Однако для А,>А по теореме Коши имеем 


м ent. а ео 
dar [ bag OS = др { tag 46, Fcaca, Zac, 
Lr,o ; Ria 
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так как подинтегральная функция регулярна и контур 
можно произвольно деформировать. Но интеграл по Ён, о, 
определяет функцию, регулярную уже при а < П. По- 
скольку В, можно брать произвольно большим, то Ё(2) 
аналитически продолжается на всю плоскость. 

Перейдем к выводу асимптотических формул. Возьмем 


ы a 
какое-либо a, & >a> 3H предположим, что 2 лежит 


вне Dp, «,- Очевидно, что если 2 лежит вне Dayay 8 аб — 
на Дина, TO 

> g &) 

6—z|> nS. 

1g | ras 
Подставляя в формулу 


7 1 ec eat) 
Е (2) = 35 | zy 4, В, > Ro 


tre 


справедливую для всех 2, лежащих вне Dp, 1, выражение 


ВЕНЕ ВОИ ВАР ыы 
— — 2 22 one N NO—2z? 
находим 
n—-1 
jn —n—1 =—n i ем 
F@= У, Ат | pee 
LR, a 


что в силу оценки (1) дает нам 


—2 
F (2) = = ау '4.0(2-%), +, Е Dayan. 


n=0 


Это доказывает первую из наших асимптотических 
формул. 

Пусть теперь 2 лежит в Вн,а,, и < & < л. Тогда при 
В,>|2|>Ао мы можем написать согласно теореме о 
вычетах 


= |9) eth) 


4 > 
Ра | ед | 1,4. 


he ба в 
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Для последнего интеграла те же рассуждения, что и вы- 
ше, дают нам тот же самый асимптотический ряд. Теорема 
доказана, 

Сформулированные условия на ф(2) можно видоизме- 
пять самыми различными способами. Мы выбрали про- 
стейшие даже не для простоты доказательства, а для` 
простоты формулировок. Приведем один более общий 
результат, который доказывается дословно тлк же. 

Теорема 4.4.2. Пусть кривая Со задана уравнением 
Z == 20(2) (где 20(1) = 2-Н1у(2), x > Во) и утодит в бес- 
конечность при т-— + OO, и пусть имеется функция Q(z), 
регулярная в некоторой’ окрестности этой кривой. Jan 
каждого обозначим через Са кривую с уравнением 
2==20(1), где 2, (x) = 25 (2) +ia ее, и предполо- 
жим, что при x > В, —п<а < п, кривые С. не пере- 
секаются друг с другом. Через Dan обозначим область, 
занимаемую кривыми С, —о < п < а, в полуплоскости 
х>В,'а через Ln.— границу этой области. Мы будем 
предполагать, что функция ф (2) Удовлетворяет условиям: 

1. При достаточно больших 2 функция $(2) положи- 
тельна на Со и монотонно стремится. к - со при 2—0, 
2 = Со, быстрее, чем любая степень 2. 

2. При любом А и при достаточно большом х функция 


Ф (Zp (2)) 
Ф(=) регулярна в круге |3 — 2 (2)1<4| $ aie eat 


3. При любом фиксированном А 


(2) _Ф (00) = = Ф (20 (=) 
er Ф (Zo (2) ? ernie wos ее й 
Тогда Ни 
er 
F@=s5 7 {3 at В> шах (Re 121), Я <ахи, 


” thes 


цедая, не зависящая от Ru a, и для нее справедливы те 
же асимптотические формулы, что и в предыдущей 
теореме. 

В обеих теоремах мы говорили только о таких случаях, 
когда ф(2) растет быстрее любой степени 2. Вполне воз- 
можно было бы рассмотреть и случай, когда ф(2) растет, 
как степень, ббльшая '/з. Однако для функций, растущих, 
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как степень и медленнее, можно предложить другой 
способ построения., Он несколько сложнее, но его-приме- 
нения более широки. Состоит этот способ в следующем. 

Обозначаем через p(t) функцию, обратную к Q(z), и 
рассматриваем интеграл 


с 1 
= 4“ py (tye 
Е (2) = эл | $2 dt, 
ais 


где д выбирается столь большим, чтобы upnRet >a 
функция p(t) не обращалась в 2. Для получения асимп- 
тотических формул мы используем те же методы теории 
вычетов. 

Доказывать теоремы, относящиеся к этому способу 
построения, мы не будем, а рассмотрим два примера. 

Пример 1. Найдем асимптотическое поведение при 
2— со функции я 


В (2) = у E, (2) = etd, siz). 


i. 
1 +? 
2 т 
0—1 ;р 
С этой функцией мы сталкивались при действительных 
2 в $ 1.5. Убедимся прежде всего, что функция F(z) це- 
лая. Интегрированием `по частям легко проверить, что 
интеграл сходится при любом в. Кроме того, в любой по- 
луплоскости Ве? < а подинтегральная функция стремит- 
ся к нулю, причем достаточно быстро, чтобы там можно 
было произвольно деформировать контур интегрирования 
(конечно, не переходя через особые точки). Поэтому при 
o> |2|° интеграл не зависит от 9, н, взяв д достаточно 
большим, мы получаем аналитическое продолжение F(z) 
на сколь угодно большие 2. a 4 
Особыми точками подинтегральной функции являют- 
‚ ся полюсы t, == 27е2^"® и точка ветвления t =0. Асимн- 
тотическая формула для F(z) определяется особыми точ- 
ками подинтегральной функции, лежащими правее мни- 
мой оси (но учитывать стоит и особые точки, лежащие 
близко к мнимой оси, даже если они левее ее). Если 
.в полуплоскости Ret >'—n|z], 1>>0, нет полюсов th, 
то мы можем заменить наш контур интегрирования 


` 
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ломаной я ; 
L,(+-| 2] -— 10, —п|2|--Ю, 0, —n]z} +10, —п| 21-69) 


и получить 


Е (2) = Yaz", 


и! 
где 
pile 
a, = tel [реа = — sin 21 г(5). 
2тр | 10 о 
Ey 
Если же в полуплоскости Ret > —1|2|, n> 0, есть 
полюсы подинтегральной функции, то, заменив наш пер- 
воначальный контур иптегрирования контуром L,, мы 
должны будем добавить к найденному асимптотическому 
ряду сумму вычетов в полюсах, лежащих в этой полу- 
плоскости. Нетрудно заметить, что вычеты в полюсах bh, 
лежащих левее, пренебрежимо малы по сравнению с 
каждым членом асимптотического ряда, происходящего 
от точки ветвления # == 0. : 
Таким образом, для написания асимптотических фор- 
мул нам остается произвести несложный подсчет — опре- 
делить, при каких 2 какие полюсы войдут в асимитоти- 
ческую формулу. Опуская этот подсчет, приведем оконча- 
тельный результат. 


Ip p >> 


когда 
> 00, 5 #1<|агё2| < пл 
и. 
о 1 < п tin 
Eo (2) = pe’ —— > 2 "T /—) sin 
0 (2) =р eo +) sin = 
когда 


2— ©, Гаев 2| р 1 . 
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1 
При р< 5 
Е У 20 onnip + < п/л), an 
р(2) = р Se е м 2 Г т sin, 
n=1 
когда 


2— 00, largz| <x 
где первая сумма распространена на те значения К, 


[к < $} для которых farg 2 + 2Алё| < Oa +4. 


Прн p= г (т — целое число) функция E,(z) легко 


находится в конечном виде. 
Пример 2. Найдем асимитотическое поведение при 
2-- © функции a 


& 9-15 
7 1 С а * 
FQ) = д; \ 1% dt, о> ша", 5 <а<:. 
gio ead 7 


В сходимости интёграла и в возможности произвольно 
деформировать контур интегрирования в любой полу- 
плоскости Ве? < а (не переходя особых точек подинте- 
гральной функции} мы Легко убеждаемся тем же путем, 
что и в предыдущем примере. Заменим интегрирование 
по нашему исходному контуру интегрированием по разре- 
зу (— 00, 0). По теореме о вычетах получим 

: 1 


oo = со 
. a ь оды 
Р (2) = 2 elnz+2hmi) =P Xan a ee ne fargz| <a, 

eras n= 


rye 
an = — 5 { ебать, 
(—o,0) 


Нетрудно заметить, что первый ряд при любых 2, 
Jargz| < л, является асимптотическим рядом (сходящим- 
ся) и что каждый его член больше любого члена второго 
ряда. Поэтому 


1 . i 4 
er = = 
>. a a ae № 
F (2) = e(inzy® + 4 (ences + ein z—2hzi) ), 
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® 
когда 
. 2—0, jargz| <x. 


Изложенные два метода дают некоторое представле- 
ние о том, на что мы можем рассчитывать, пытаясь ре- 
шить задачу, о которой мы говорили в начале параграфа, 
если Ф(2) неотрицательна. Заметим, что гладкость функ- 
ции ф(2), хотя мы ее и использовали в значительной 
мере, не играет такой уж большой роли, если не предъ- 
являть слишком больших требований к остаточным 
членам. 

Значительно сложнее обстоит дело в случае, когда 
Ф(2) может быть отрицательной. Мы коротко расскажем 
06 одном подходе к решению задачи в этом случае. 

Будем предполагать, что субгармоническая функция 
Ф(2) удовлетворяет условию 2 


Ф (2) = O (27), z+, 


и что вся плоскость 2 разделена кривыми Г», выходящи- 
ми из одной точки, на п бесконечных областей D,, в каж- 
дой из которых Ф(2) равна гармонической функции 
u,(z). При этом мы будем считать, что область гармо- 
ничности и, (2) несколько шире D,. На кривой Ly, разде- 
ляющей области D, и Dyy1, мы должны иметь 


и, (2) = ила (2). 
Пусть у — направление нормали к кривой Г», отвечающее 
переходу из D, в Пьи в точке 2 == 2.($) на кривой L,, 
„Введем обозначение 


Можно показать, что 


@ (z) = Re P (2) + Le [ {tn 


Lp 
| 
к ве: +... о) 


тде Р(2) — некоторый многочлен от 2 степени не выше 
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р. В самом деле, в теории логарифмического потенциала 
доказывается (см., например, С. Л. Соболев, Лекции по 
теории дифференциальных уравнений математической 
физики, Гостехиздат, 1950 г.), что логарифмический по- 
тенциал простого слоя непрерывен, а его нормальная про- 
изводная при переходе через слой имеет скачок, равный 
2пр (5). Поэтому разность между Ф(2) и интегралом в 
правой части является гармонической функцией во всей 
плоскости, за исключением, может быть, кривых [». Но 
на этих кривых непрерывны и сами функции и их нор- 
мальные производные. Это означает, что наша разность 
гармонична и на этих кривых. Кроме того, рассуждения- 
ми того же рода, что и в $ 2.3, мы легко установим, что 


if 3 2 т Е ae 
i 1 = Ве >: =) рь (5) ds 


=0(:1), +=. 


Поэтому, применяя к нашей разности теорему 3.1.2, мы 
нолучим, что она многочлен cTgueHH He выше р. 

Можно показать также, что для субгармоничности 
Ф(2) необходимо и достаточно выполнения условий 
Р^(5) > 0. Обозначая . 


и (5) =e. (0 et, 


мы можем записать D(z) в виде 


Ф( =ВеР (2) + > {in |+ ры 
h=i Lp 
seo aii 2 М 
+ ве ( spt ts 5} Же te 


В качестве целой функции, для которой In|F(z){ не 
очень сильно отличается от Ф(2), естественно взять 
A 
функцию ^ в ` 


| F() = Fi), 
3 $=1 
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<The ct и a, 
P,() =I (1 i ta) exp tr at me val? 


где №(т) = 2(5,(т)), S,(¢) — функция, обратная к 
и» ($), так как для этой функции 


In| Fal = [|+ 
Г 


и = 
”_\ 
+ Re( sop bee то} Ча th 

а для функций 


ate) | [п | 


ТА 


+в (45 +: + ок — 9D 


mo 


тем же методом, что и при доказательстве теоремы 4.2.4 
обычно удается получить оценку 


В, (д) <0(, :- =. 


Все сказанное выше можно строго обосновать. Задача 
о построении целой функции, мало отличающейся на 
бесконечности от данной субгармонической функции, была 
подробно исследована в работах В. С. Азарина. Им были 
получены весьма общие результаты *). 


#. 


~ №) т например, его статью в Матем. Сб. т. 79 (121), вып. 4 
{1969 г. 


